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Vorwort

B Vorwort zur 9. Auflage

Die vorliegende 9. Auflage wurde durchgesehen und aktualisiert. Des Weiteren wurden Le-
sereinschriften beriicksichtigt, entsprechende Anderungen vorgenommen und Fehler be-
hoben.

Leipzig, Miithlhausen, Halle und Berlin, im April 2024 Die Verfasser

B Vorwort zur 7. Auflage

Die 7., neubearbeitete und erweiterte Auflage stellt eine umfangreiche Uberarbeitung des in
der Mathematikausbildung angehender Techniker bewéhrten Lehrbuches dar.

Der Inhalt orientiert sich an den Lehrpldnen fiir die Technikerausbildung. Aus didaktischen
Griinden folgt das Kapitel , Gleichungen und Ungleichungen“ nun direkt dem Kapitel ,Re-
chenoperationen®. Der Abschnitt, der das Losen von linearen Gleichungssystemen mit De-
terminanten behandelt, wurde im Umfang erhoht, dafiir entfallen Rechenoperationen mit
Matrizen. Die Kapitel Geometrie und Trigonometrie sind entsprechend den Lehrplananfor-
derungen umfassend bearbeitet worden. Das Kapitel ,,Funktionen“ wurde neu strukturiert.
Es schlieBen sich Zahlenfolgen und Grenzwerte an. Der Differenzial- und der Integralrech-
nung ist nun je ein eigenes Kapitel gewidmet, um die verschiedenen Grundanliegen dieser
Teilgebiete der Infinitesimalrechnung hervorzuheben. Im Kapitel ,Differenzialrechnung*
wird auch die geometrische Bedeutung der 2. Ableitung einer Funktion mit allen Konse-
quenzen zur Bestimmung von Maxima und Minima von Funktionen betrachtet. Der Ab-
schnitt ,Kurvendiskussion wurde vollstindig {iberarbeitet. Neu aufgenommen wurde ein
Abschnitt {iber das Aufstellen von Funktionsgleichungen mittels Ableitungen. Im Kapitel
»Integralrechnung“ wurden Abschnitte {iber die Integration durch Substitution sowie die
Berechnung des Rauminhalts von Rotationskérpern ergdnzt. AnschlieSend folgen die Kapi-
tel ,Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung“ und , Einfiihrung in die Statistik”. Neu
ist hier ein Bezug im Bereich der Anwendungsaufgaben auf Taschenrechner mit Compu-
teralgebrasystem und auf Tabellenkalkulationssoftware. Die Inhalte zu komplexen Zahlen
waren bisher auf verschiedene Abschnitte verteilt. In die Neuauflage wurde ein separates
Kapitel , Komplexe Zahlen“ aufgenommen. Auf vielfachen Wunsch der Leser dieses Buches
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wurde die ,Vektorrechnung* als neues Kapitel hinzugefiigt. Die Bilder und Grafiken zur Il-
lustration der dargestellten mathematischen Sachverhalte wurden teilweise neu erstellt, an
der gro8en Anzahl von Beispielen wurde festgehalten.

Die Autoren, die sdmtlich {iber ein hohes Mall an Erfahrung in der Technikerausbildung
verfiigen, haben sich um grofStmogliche Verstéandlichkeit und Anschaulichkeit bemiiht.

Durch die Art der Stoffdarbietung eignet sich das Buch sowohl fiir den Gebrauch im Un-
terricht als auch zum Selbststudium. Zu diesem Zweck wurden die Kontrollfragen, die sich
jedem Abschnitt anschliel3en, beibehalten und die Anzahl der Aufgaben, die weitgehend an-
wendungsorientiert und praxisnah sind, erhéht. Am Kapitelende sind zur Selbstkontrolle
die Losungen der Aufgaben eingefiigt.

Fiir Kritik, Korrekturen, Anregungen und Hinweise inhaltlicher und didaktischer Art ist das
Autorenteam dankbar, soll dieses Buch doch aus der Unterrichtspraxis zur Praxis, d. h. zum
Gelingen des Mathematikunterrichts und zum Lernerfolg der Studierenden, beitragen.

Ein besonderer Dank gilt der Lektorin Frau Christine Fritzsch vom Fachbuchverlag Leipzig,
der es gelungen ist, das flinfkopfige Autorenteam mit groer Geduld zu koordinieren und da-
fiir zu sorgen, dass dieses Unterrichtswerk in einer neuen Auflage vorliegt. Auch Frau Katrin
Waulst gebiihrt Dank fiir die technische Unterstiitzung und die Herstellung dieses Buches.
Die Zusammenarbeit mit beiden Fachfrauen war stets sehr angenehm.

Moge dieses Buch dazu beitragen, dass die Vermittlung mathematischer Sachverhalte und
Zusammenhinge im Rahmen der Technikerausbildung gelingt!

Leipzig, im Mai 2014 Die Verfasser
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Rechenoperationen

B 1.1 Grundbegriffe der Mengenlehre
und Logik

1.1.0 Vorbemerkung

Die Mengenlehre hat sich seit ihrer Begriindung durch Georg Cantor (1845-1918) zu einer
grundlegenden mathematischen Disziplin entwickelt. Viele Gebiete der Mathematik und
der Logik wurden durch sie entscheidend beeinflusst.

Die Logik ist eine Wissenschaft, in der die allgemeinste Struktur des richtigen Denkens un-
tersucht wird.

Mithilfe der Mengenlehre und Logik lassen sich mathematische Zusammenhinge prazi-
se und tibersichtlich darstellen. Deshalb werden in diesem Abschnitt Grundbegriffe und
-beziehungen aus beiden Gebieten eingefiihrt. Thre Anwendung in den folgenden Abschnit-
ten wird mit dazu beitragen, das Erkennen der dargestellten Zusammenhénge zu erleich-
tern.

1.1.1 Begriff der Menge

Fiir den Mengenbegriff gab Cantor die Erkldrung

Eine Menge ist eine Zusammenfassung M bestimmter, wohlunterschiedener Objekte m
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die Objekte m heillen die
Elemente von M.

Mengen werden mit GroBbuchstaben bezeichnet. Die Elemente einer Menge werden durch
geschweifte Klammern zusammengefasst.

Ein Objekt a ist entweder ein Element einer Menge M oder nicht. Man schreibt:

a € M, gelesen ,a (ist) Element (von) M*;
a ¢ N, gelesen ,a (ist) nicht Element (von) N*“.

Beispiele

1.1 Die Menge M aller positiven Zahlen, die Teiler von 12 sind: M = {1; 2; 3; 4; 6; 12}. Esistz.B.
3 € M,aber5¢ M.

1.2 Die Menge Laller Losungen der Gleichung x> = 16 : L= {—4; 4}.
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1.3 Die Menge K aller Primzahlen enthilt unendlich viele Elemente: K = {2; 3; 5; 7; ... }.
1.4 Die Menge P aller geraden Primzahlen enthélt nur ein Element: P = {2}.

1.5 Die Menge B aller Hauptstidte der deutschen Bundesldnder enthélt 16 Elemente:
B = {Hauptstadt Bremen; Dresden; Miinchen; ... Stuttgart}. Es ist ,Schwerin“ € B, aber
»Meillen“ ¢ B. |

Wihrend die Umgangssprache unter einer Menge eine Vielzahl von Elementen versteht,
kénnen Mengen im Sinne der angegebenen Erkldrung auch aus wenigen Elementen bzw.
aus keinem Element bestehen.

Eine Menge, die nur ein Element enthélt, heilst Einermenge. Wenn sie zwei verschiedene
Elemente enthilt, heillt sie Zweiermenge usw. Eine Menge, die kein Element enthilt, hei3t
leere Menge (Symbol: 0). Esist0 = { }.

Beispiele
1.6 Die Gleichung x> = —4 hat keine reelle Losung (denn das Quadrat einer reellen Zahl kann
nicht negativ sein). Die Menge ihrer Losungen istleer: L, = { } = 0.

1.7 Die Gleichung 2x = 0 hat die Losung 0 (denn 2 - 0 = 0). Die Menge ihrer Losungen ist die
Einermenge L, = {0}. L, ist nicht die leere Menge, denn sie enthélt ein Element (die Zahl 0),
wihrend L, in Beispiel 1.6 kein Element enthilt. |

Zwischen den Begriffen der Mengenlehre und der Logik besteht ein enger Zusammenhang.
Das gilt auch fiir den Begriff ,Menge*.

Man kann das Prinzip der Mengenbildung mit den Begriffen ,Aussage“ und ,Aussageform*,
die Grundbegriffe der Logik sind, erkldren.

Eine Aussage ist ein Gebilde, das einen Sachverhalt widerspiegelt. Wenn der Sachverhalt
richtig widergespiegelt wird, ist die Aussage wahr, anderenfalls ist sie falsch.

Die Eigenschaften ,wahr (w)“ und ,falsch (f)“ heiBen Wahrheitswerte. Fiir Aussagen gilt der

Satz der Zweiwertigkeit 1.1

Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Es gibt also

1. keinen dritten Wahrheitswert,

2. keine Aussage, die sowohl wahr als auch falsch ist.

Aussagen werden schriftlich (oder sprachlich) durch Aussagesétze ausgedriickt. Diese kon-
nen auch mathematische Beziehungen sein.

Beispiele

1.8 »Dresden liegt an der Elbe.“ (w)

1.9 ,7 ist durch 4 teilbar.“ (f)

1.10 3+4=7(Ww)

1.11  3+4=10(f)
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1.12  3+4>6(Ww)
1.13 3+4<5(f) |

Die Beispiele 1.10 und 1.11 sind Gleichungen (weil sie ein Gleichheitszeichen enthalten),
von denen die eine wahr und die andere falsch ist. Aus dem Begriff ,,Gleichung” kann dem-
nach nicht auf den Wahrheitswert geschlossen werden. Entsprechendes gilt fiir die Unglei-
chungen in den Beispielen 1.12 und 1.13.

Aussagen sind daran erkennbar, dass sie einen (und nur einen) Wahrheitswert haben. Dieser
lasst sich allerdings nicht immer feststellen.

Beispiele

1.14 345

1.15 ,Komm her!*
1.16 H,0

1.17 ab+c

1.18 3+5=8

1.19  ,Der Monat Mérz hat 30 Tage.“

1.20  ,Auf anderen Sternen gibt es vernunftbegabte Lebewesen.“

1.21  ,Am 1. Juni 1750 regnete es in Berlin.“ u
Die Beispiele 1.14 bis 1.17 sind keine Aussagen; 1.18 ist eine wahre, 1.19 eine falsche Aussa-

ge; 1.20 und 1.21 sind Aussagen, deren Wahrheitswert noch nicht bzw. nicht mehr feststell-
bar ist.

Die Gebilde der beiden folgenden Beispiele haben keinen Wahrheitswert, sind also keine
Aussagen. Sie werden aber zu Aussagen, wenn fiir u bzw. x Objekte (Stddtenamen bzw. Zah-
len) eingesetzt werden.

Beispiele

1.22  ,u ist Hauptstadt eines deutschen Bundeslandes.“ Wenn z.B. u = ,Dresden” ist, entsteht
eine wahre Aussage, fiir u =, Leipzig"“ ergibt sich eine falsche Aussage.

1.23  x? = 16 wird fiir x = 4 und fiir x = —4 zu einer wahren, fiir jede andere Zahl zu einer falschen

Aussage. u

Fiir x> = 16 kénnte auch geschrieben werden: (.. .)? = 16. Demnach steht x fiir eine Leer-
stelle in der Gleichung.

= Ein Zeichen, das fiir eine Leerstelle steht, heil$t Variable (Verianderliche).
Mithilfe des Variablenbegriffs wird definiert:

= Eine Aussageform ist ein Gebilde, das mindestens eine Variable enthilt und durch Bele-
gen dieser Variablen zu einer Aussage wird.

Die Gebilde in den Beispielen 1.22 und 1.23 sind demnach Aussageformen.

Fiir die Objekte, mit denen die Variablen belegt werden konnen, ist ein Bereich zu wihlen
(Grundbereich), und zwar so, dass beim Belegen sinnvolle Aussagen entstehen (fiir Beispiel
1.23 wiren z. B. Stidtenamen kein moglicher Grundbereich). Wenn sich beim Belegen einer
Variablen eine wahre Aussage ergibt, so sagt man ,die Aussageform wird erfiillt (gelost)“,
und das Objekt heilt Erfiillung (Losung) der Aussageform. Alle Losungen kénnen zu einer
Menge zusammengefasst werden.
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Prinzip der Mengenbildung

Wenn eine Aussageform fiir die Objekte eines Grundbereichs vorliegt, so bilden alle Ob-
jekte, die diese Aussageform erfiillen (16sen), eine Menge.

Die Aussageform driickt eine gemeinsame Eigenschaft aller Elemente der Menge aus. Wenn
die Aussageform mit H (x) bezeichnet wird (d. h. ein Gebilde, das die Variable x enthilt, ge-
lesen: ,,H von x*“), so kann man schreiben:

M ={x:H (x)}, gelesen:,M istdie Menge aller (Elemente) x, fiir die H (x) gilt*.

Beispiele

1.22  (Fortsetzung) Die Losungsmenge ist B (siehe Beispiel 1.5).
Man kann schreiben B = {u: u ist Hauptstadt eines deutschen Bundeslandes}.

1.23  (Fortsetzung) Die Losungsmenge ist L (siehe Beispiel 1.2).
Esist L = {£4} = {x:x* = 16}, falls der Grundbereich die Menge der reellen Zahlen ist.
Wenn der Grundbereich auf die Menge der natiirlichen Zahlen eingeschrénkt wird, &ndert
sich die Losungsmenge: L, = {4}. u

Mengen lassen sich demnach auf zwei Arten darstellen: durch Angabe der Elemente oder
Angabe der die Menge definierenden Aussageform. Eine Menge heiSt Allmenge, wenn sie
alle Objekte des Grundbereichs enthélt. Im Abschnitt 1.1 dieses Buches wird sie mit U be-
zeichnet.
Beispiel
1.24  Grundbereich: Gesamtheit aller reellen Zahlen.

Es gilt {x: x + x = 2x} = U, denn die Gleichung wird durch jede reelle Zahl gelst. u
Kontrollfragen

1.1 Wie ist nach Cantor der Begriff der Menge erklért?
1.2 Was ist eine Aussage, und woran ist sie erkennbar?
1.3 Was ist eine Variable?

14 Was ist eine Aussageform, und wie lasst sich mit ihrer Hilfe das Prinzip der Mengenbildung
erkldren?

Aufgaben: 1.7 und 1.2

1.1.2 Relationen zwischen Mengen

Definition 1.1

Zwei Mengen A und B heiflen gleich genau dann, wenn sie dieselben Elemente haben.
Schreibweise: A = B, gelesen: , A (ist) gleich B“.

AheilSt Teilmenge von B genau dann, wenn jedes Element von A auch Element von B ist.
Schreibweise: A C B, gelesen: , A (ist) Teilmenge von B“.

Die Teilmengenrelation A C B wird auch Inklusion genannt.



1.1 Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik 17

Mengen kann man durch Punktmengen in der Ebene veranschaulichen. Alle Punkte, die von
einer geschlossenen Kurve begrenzt werden, sollen Elemente der Menge sein. In den Bildern
1.1 und 1.2 sind A C Bund A = B dargestellt. Die Rechteckfldche soll den Grundbereich (die
Allmenge) U darstellen.

Folgerungen:
1. Wenn A C Bist, so ist B O A. A wird auch Untermenge von B, und entsprechend B
Obermenge von A, genannt.

2. Die Gleichheit A = Bist ein Sonderfall von A C B. Esist A = B genau dann, wenn A C B
und B C Aist, d.h., wenn jedes Element von A auch Element von B und jedes Element
von B auch Element von A ist.

3. Wenn A C Bist und B mindestens ein Element enthilt, das nicht Element von A ist, so
heilt A echte Teilmenge von B: A C B.

4. Fiir die leere Menge, eine beliebige Menge A und die Allmenge gilt:

0CA ACU (1.1)

Zwei Mengen A und B, fiir die weder die Teilmengen- noch die Gleichheitsrelation gilt, kon-
nen gemeinsame Elemente haben, aber dann enthélt jede Menge mindestens ein Element,
das nicht Element der anderen Menge ist (Bild 1.3). Falls A und B keine gemeinsamen Ele-
mente haben, heilen sie disjunkte (elementfremde) Mengen (Bild 1.4).

Bild 1.1 Bild 1.2 Bild 1.3 Bild 1.4

Beispiele

1.25 Grundbereich: U = {1; 2; ...; 20} (Menge der ganzen Zahlen von 1 bis 20).

Wenn A = {x: x ist teilbar durch 6} = {6; 12; 18} und
B = {x: x ist teilbar durch 3} = {3; 6; 9; 12; 15; 18},

soist A C B (Aistsogar echte Teilmenge von B: A C B).

1.26  Grundbereich: Menge aller Vierecke.
Wenn A die Menge aller Quadrate ist und B die Menge aller gleichseitigen Rechtecke, also
A = {x: x ist ein Quadrat}, B = {x: x ist gleichseitiges Rechteck}, so ist A = B.

1.27  Welche Relationen bestehen zwischen P = {3; 5; 7}, Q = {5; 7; 10}, R = {5; 7; 9; 10} und
S={46}2

Losung: Pund Q enthalten gemeinsame Elemente, es besteht aber keine Teilmengenrelati-
on; fiir P und R gilt das Gleiche; P und S sind disjunkt. Es ist Q C R; Q und S und gleichfalls
R und S sind disjunkt. u

Zusammenhang mit logischen Operationen

In Abschnitt 1.1.1 wurde festgestellt, dass zwischen Mengenlehre und Logik ein enger Zu-
sammenhang besteht. Das gilt auch fiir die in diesem Abschnitt eingefiihrten Relationen:
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1)

2)

A C B: Fiir alle Elemente des Grundbereichs gilt (vgl. Bild 1.1) ,wenn x € A erfiillt ist, so
muss auch x € B erfiillt sein“ (z. B. Punkt P;), aber ,wenn x € B erfiillt ist, so kann x € A
erfiillt sein, muss aber nicht“ (z. B. liegen P; und P, beide in B, aber P, liegt nicht in A).
In der Logik gibt es fiir zwei Aussagen (oder auch Aussageformen) p, g die Verkniipfung
p = q. Sie heilt Implikation und wird gelesen ,, wenn p, so (muss) g“ (bei Vertauschen
von p und g ,wenn g, so kann p*). Die Bedingung p heil3t hinreichend fiir g, g heilst
notwendig fiir p. Zwischen Teilmengenrelation und Implikation besteht demnach der
Zusammenhang:

A C Bgilt genau dann, wenn x € A = x € B (x € Bfolgtaus x € A).

Die Bedingung x € A ist hinreichend fiir x € B, aber nicht notwendig; andererseits
ist x € B notwendig fiir x € A, aber nicht hinreichend. Fiir die Punktmengen in Bild
1.1 bedeutet das: Damit ein Punkt in B liegt, ist es hinreichend, dass er in A liegt (P;),
aber nicht notwendig (auch P, liegt in B). Damit ein Punkt in A liegt, ist es notwendig,
dass er in B liegt (denn wenn er nicht in B liegt, kann er auch nicht in A liegen: P3); die
Bedingung ist aber nicht hinreichend (P, liegt zwar in B, aber nicht in A).

A = B: Fiir alle Elemente des Grundbereichs gilt (vgl. Bild 1.2) ,wenn x € A, so muss
X € B“und auch ,wenn x € B, so muss x € A“. In der Logik gibt es eine entsprechende
Verkniipfung. Sie heift Aquivalenz (Gleichwertigkeit): p < ¢, gelesen ,genau dann g,
wenn p“. Da p < g sowohl p = g als auch g = p bedeutet, heif3t jede der Bedingungen
p, g ist notwendig und hinreichend fiir die andere.

Die Aquivalenz wird auch gelesen ,dann und nur dann g, wenn p*.

Zwischen Gleichheitsrelation und Aquivalenz besteht demnach der Zusammenhang:

A = Bgilt genau dann, wennx € A < x € B.

Da dquivalente Aussageformen gleiche Mengen erkldren, wird besonders die letzte Les-
art genutzt, wenn ein neuer Begriff definiert wird.

Beispiele

1.28

1.29

1.30

Fiir die Mengen in Beispiel 1.25 gilt wegen A C B ,x ist teilbar durch 6“ A = B ,x ist teilbar
durch 3“. Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, so muss sie auch durch 3 teilbar sein, d.h.,
die Teilbarkeit durch 6 ist hinreichende Bedingung fiir die Teilbarkeit durch 3 (aber keine
notwendige). Andererseits gilt: Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, so kann sie durch 6 teilbar
sein, d. h., Teilbarkeit durch 3 ist notwendige Bedingung fiir die Teilbarkeit durch 6 (aber
keine hinreichende).

Grundbereich: Menge aller Vierecke.

Welche der beiden Bedingungen , x ist Rechteck®, ,x ist Quadrat” ist notwendige Bedingung
fiir die andere?

Losung: Fur R = {x: x ist Rechteck} und Q = {x: x ist Quadrat} gilt Q C R. Folglich gilt fiir
die Aussageformen ,x ist Quadrat“ =, x ist Rechteck".

Da die notwendige Bedingung rechts vom Implikationszeichen steht, ist ,x ist Rechteck”
eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung fiir ,,x ist Quadrat”.

Die Bedingungen ,x ist Rhnombus“ und ,x ist gleichseitiges Viereck“ sind miteinander zu
vergleichen.

Losung: Es ist {x: x ist Rhombus} = {x: x ist gleichseitiges Viereck}, folglich ,x ist Rhom-
bus“ & ,x ist gleichseitiges Viereck®, d. h., ,ein Viereck ist ein Rhombus genau dann, wenn
es gleichseitig ist“. Jede der beiden Bedingungen ist notwendig und hinreichend fiir die an-
dere.

Das Beispiel zeigt, wie mithilfe einer Aquivalenz ein Begriff (der Begriff ,Rhombus“) definiert
werden kann. u
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Kontrollfragen

1.5 Wie ist die Teilmengenrelation definiert?

1.6 Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit eine Menge eine echte Teilmenge einer anderen
ist?

1.7 Mithilfe welcher Worter ist eine Implikation p = ¢ zu formulieren? Wie ist sie nach Vertau-
schen von p und g zu lesen? Welche Art von Bedingung sind p bzw. g?

1.8 Mithilfe welcher Wérter ist eine Aquivalenz zu formulieren? Welche Art von Bedingung sind
pund q?

Aufgaben: 1.3 und 1.4

1.1.3 Operationen mit Mengen

Bei einer Mengenoperation wird aus zwei Mengen eine neue gebildet. Die wichtigsten Ope-
rationen sind Durchschnitt, Vereinigung und Differenz.

Definition 1.2
Gegeben seien zwei Mengen A und B.

Der Durchschnitt A N B (gelesen: , A geschnitten mit B“) enthélt alle Elemente, die ge-
meinsame Elemente von A und B sind (Bild 1.5).

Die Vereinigung A U B (gelesen: , A vereinigt mit B“) enthilt alle Elemente, die Element
von mindestens einer der Mengen A, B sind (Bild 1.6).

Die Differenz A\ B (gelesen: , A ohne B“) enthilt alle Elemente von A, die nicht Element
von B sind (Bild 1.7).

Entsprechend enthélt B\ A alle Elemente von B, die nicht Element von A sind (Bild 1.8).

ANB

g

7 AUB
<o

Bild 1.5 Bild 1.6 Bild 1.7 Bild 1.8

Beispiel
1.31 Mit A = {a; b; ¢; d} und B = {c; d; e; f} sind Durchschnitt, Vereinigung und Differenz-
mengen zu bilden.
Losung:
ANB={c d} AUB={a; b; c; d; e; f}
A\B={a; b} B\A={e f} "
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Allgemein gilt (vgl. Bilder 1.5 bis 1.8):

ANBC AUB (1.2)

A\BCA;, B\ACB (1.3)

A\B=A\(AnB); B\A=B\(ANB) (1.4)
Beispiele

1.32 EsseienA={c;d}und B={a; b; ¢; d; e},d.h., ACB.
Dann ist

ANB={c¢d}=A AUB={a;b;c;d;e} =B

und nach Gln. (1.4)

A\B=A\ANB) ={¢ d}\{c d}=0

B\A=B\ (ANB)={a; b; ¢; d; e}\ {c; d} = {a; b; e}
1.33  Esseine A = {2; 4} und B = {10; 12; 14}, d. h., Aund B sind disjunkt.

Dann ist

ANB=0; AUB=/1{2;4;10;12; 14}

A\B=1{2;4}\0={2;4}=A

B\ A={10; 12; 14} \ 0 = {10; 12; 14} = B [ ]
Aus diesen Beispielen folgt durch Verallgemeinerung:

1. Wenn eine Menge A Teilmenge einer Menge B ist, so ist der Durchschnitt gleich der
Teilmenge, die Vereinigung gleich der Obermenge, und die Differenz A \ Bist leer:

ACB=ANnB=A AUB=B, A\B=0

2. Wenn zwei Mengen A, B disjunkt sind, so ist der Durchschnitt leer (AN B = 0). Fiir die
Differenzmengen gilt:

A\B=4; B\A=B.

Eigenschaften des Durchschnitts und der Vereinigung von Mengen sind:

Kommutativitét
ANB=BNA;, AUB=BUA (1.5)
Assoziativitit
AN (BNC)=(ANnBNC; (1.6)
AU(BUC)=(AUB)UC
Distributivitét
AN (BUC)=(ANBU(ANC); (1.7)

AU(BNC)=(AUBN(AUC)
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Idempotenz
ANA=4 AUA=A (1.8)

Kommutativitdt und Idempotenz sind offensichtlich, die beiden anderen Eigenschaften las-
sen sich an Beispielen leicht nachpriifen.

Die Differenz zweier Mengen ist i. Allg. weder kommutativ noch assoziativ:

A\B#B\ A, A\ (B\C)#(A\B)\C

Beispiel

1.34 FirA={a; b;c;d}, B={b; c; d; e} und C = {¢; d; e; f} ist zu zeigen, dass die Differenz
nicht assoziativ ist.

Losung: Es ist

A\ (B\C) = A\ {b} = {a; ; d}

(A\B)\C={a}\C={a}

{a; ¢; d} #{a}, d.h, A\(B\C)# (A\B)\C |

Als letzte Mengenoperation wird das Bilden des Komplements eingefiihrt.

Definition 1.3

Das Komplement A einer Menge A enthilt alle Elemente des Grundbereichs (der Allmen-
ge U), die nicht Element von A sind (Bild 1.9).

2 |

Bild 1.9

Aund A sind demnach disjunkte Mengen: AN A = 0.
Fernergil: AUA=U; U\A=A4 U\A=A
Zweifache Komplementbildung hebt sich auf:

bN|

— A (1.9

Zusammenhang mit logischen Operationen

Eine Verkniipfung zweier Aussagen (oder Aussageformen) p und g, die ausdriickt, dass bei
zwei Sachverhalten sowohl der eine als auch der andere gilt, hei$t Konjunktion p A g, gele-
sen: ,p und g“. Wenn von zwei Sachverhalten mindestens einer gilt, hei3t die Verkniipfung

Alternative p V g, gelesen: ,p oder g“. Mit Konjunktion und Alternative kann man Durch-
schnitt und Vereinigung von Mengen definieren:

xeANB&sxe ANXxEB

(d.h., x ist genau dann ein Element des Durchschnitts, wenn es Element der einen ,und
(auch)“ der anderen Menge ist);

xX€eAUB&sxe AvxeB
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(d. h., x ist genau dann ein Element der Vereinigung, wenn es ein Element der einen ,oder*
der anderen Menge ist (oder auch ein Element beider Mengen ist)).

Das Bindewort ,oder” schlief8t bei der Alternative den Fall mit ein, dass beide Sachverhal-
te gelten. Deshalb wird es auch ,einschlielendes ,oder'“ genannt. Das Bindewort ,oder*
kann aber auch ausdriicken, dass nur einer der beiden Sachverhalte gilt (,,ausschlieBendes
,oder“, ,entweder — oder*), z. B. in dem Satz ,Jede ganze Zahl ist (entweder) gerade oder
ungerade”. Eine Verkniipfung mit dem ausschlieBenden , oder* ist keine Alternative.

Eine Aussage (oder Aussageform) p, mit der zu einem gegebenen Sachverhalt der entgegen-
gesetzte ausgedriickt wird, heil3t Negation —p (gelesen: ,nicht p“). Sie entsteht aus p durch
Vorsetzen von ,es ist nicht wahr, dass ... “. Wenn eine Menge A die Losungen der Aussage-
form H(x) als Elemente hat, so wird das Komplement A aus den Lésungen der Negation von
H (x) gebildet.

Fiir die Negation von p ist auch die Schreibweise p tiblich.
Beispiele

1.35 Fiir M = {x: x ist teilbar durch 2} und
N = {x: x ist teilbar durch 3} ergibt sich
M N N = {x: (x ist teilbar durch 2) A (x ist teilbar durch 3)},
d.h., M N N enthilt die durch 2 und durch 3 teilbaren, also die durch 6 teilbaren Zahlen:

MNN=/{0;6;12; ...}.

Die Vereinigung ist M U N = {x: (x ist teilbar durch 2) Vv (x ist teilbar durch 3)},
d.h., M U N. enthilt die Zahlen, die durch 2 oder durch 3 (oder durch beide) teilbar sind:

MUN={0;2;3;4,6;8; ...}
1.36  Im Grundbereich {1; 2; ...; 10} sei
A={x1x<7}={1;2; 3; 4 5; 6}.

Wenn die Aussageform ,x < 7“ negiert wird, ergibt sich ,es ist nicht wahr, dass x < 7, kiirzer
»X ist nicht kleiner als 7“ oder ,x = 7, und das Komplement der Menge A ist

A={x:x27}={7;8 9; 10}. ]

Kontrollfragen

1.9 Mithilfe welcher logischer Verkniipfungen werden Durchschnitt und Vereinigung von Men-
gen definiert?

1.10  Es sei A Teilmenge von B. Was folgt daraus fiir Durchschnitt A N B, Vereinigung A U B und
Differenz A\ B?

1.11  Esseien A und B disjunkte Mengen. Was folgt daraus fiir Durchschnitt A N B und die Diffe-
renzen A\ B, B\ A?

1.12  Welche Relation besteht zwischen Durchschnitt und Vereinigung zweier Mengen?

Aufgaben: 1.5 bis 1.70
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B 1.2 Zahlenbereiche

1.2.0 Vorbemerkung

Fiir die Mathematik und ihre Anwendung sind Zahlen und Operationen mit ihnen von fun-
damentaler Bedeutung. Wahrend in der Praxis im Wesentlichen mit natiirlichen Zahlen (z. B.
als Stiickzahlen) und rationalen Zahlen (z. B. als Zahlenwerte von Gréf3en) gearbeitet wird,
werden in der Mathematik besonders die reellen Zahlen benétigt.

Der Abschnitt beginnt mit einer Ubersicht {iber die Zahlenbereiche. Weitere Themen sind
die Darstellung von Zahlen, Regeln fiir ihre Schreibweise und das Runden; ferner der abso-
lute Betrag einer Zahl und Intervalle als Teilmengen des Bereichs der reellen Zahlen.

1.2.1 Bereich der reellen Zahlen und seine Teilbereiche

Der Bereich der reellen Zahlen umfasst die Bereiche der natiirlichen, ganzen, rationalen und
irrationalen Zahlen. Jeder Zahlenbereich bildet eine Menge.

Reelle Zahlen
I
| |
Rationale Zahlen Irrationale Zahlen
I I
| | | |
Algebraisch Transzendent
Ganze Zahlen Gebrochene Zahlen irrationale Zahlen irrationale Zahlen

Naturliche Zahlen

Natiirliche Zahlen
N={0;1,2;3; ...}
Mit ihnen kann man

= die Anzahl der Elemente einer (endlichen) Menge angeben (Kardinalzahlen),

= die Elemente einer nach einem beliebigen Prinzip geordneten Menge nummerieren
(Ordinalzahlen: 1.; 2.; 3.; ...).

Die Zahl 0 gibt die Anzahl der Elemente der leeren Menge an.

In N sind die zwei Grundrechenoperationen Addition und Multiplikation uneingeschrankt
ausfithrbar: Wenna € Nund b € N,soistaucha+ b e Nunda-b e N.
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Jede natiirliche Zahl hat genau einen (unmittelbaren) Nachfolger: Fiir a € Nist a + 1 der
Nachfolger von a. Folglich gibt es keine groflte natiirliche Zahl. Es gibt aber eine kleinste
nattirliche Zahl, ndmlich die Zahl 0.

Ganze Zahlen
Z=A{..;-3-2,-10;+1; +2; +3; ...}

In Z ist als weitere dritte Grundrechenoperation die Subtraktion uneingeschrankt ausfiihr-
bar.

Jede ganze Zahl hat einen (unmittelbaren) Nachfolger. Es gibt keine grofte und keine kleins-
te ganze Zahl.

Da der positiven ganzen Zahl +a auf der Zahlengeraden derselbe Punkt zugeordnet ist wie
der natiirlichen Zahl a (+a = a), gilt N C Z.

Rationale Zahlen
a
Q={q.q:5, acz,bez\{0}}

Rationale Zahlen sind Briiche g = %, deren Zdhler a und Nenner b ganze Zahlen sind (mit
b # 0, denn die Division durch Null ist nicht ausfiihrbar).

Briiche, die sich durch Erweitern oder Kiirzen ineinander umformen lassen, sind demsel-
ben Punkt auf der Zahlengeraden zugeordnet. Als Vertreter (Reprisentant) wird i. Allg. der

vollstdndig gekiirzte Bruch gewdhlt, d. h., derjenige Bruch, bei dem Zihler und Nenner tei-
. . . —12
lerfremd sind (z. B. ist bei g = 18 = o
In Q ist als weitere vierte Grundrechenoperation die Division (aufler der Division durch 0)
uneingeschrénkt ausfithrbar. Damit ist Q der kleinste Zahlenbereich, in dem alle vier Grund-
rechenoperationen uneingeschrinkt ausfiihrbar sind (aufler der Division durch 0). Fiir ra-
tionale Zahlen lésst sich der (unmittelbare) Nachfolger nicht mehr angeben. Sie liegen auf

der Zahlengeraden dicht, d. h., zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen a und b liegt

= —% die letzte Darstellung zu wéhlen).

stets(!) eine dritte (z. B. der Mittelwert %(a + b)).

Da der rationalen Zahl % auf der Zahlengeraden derselbe Punkt zugeordnet ist wie der gan-

zen Zahl a (? = a), gilt Z C Q. Wenn bei einer rationalen Zahl g = % der Zdhler a durch
den Nenner b dividiert wird, entsteht ein Dezimalbruch. Dieser ist entweder endlich (wenn
die Division mit dem Rest 0 abbricht, z.B. 7 = 1,75) oder unendlich periodisch (da bei
nicht abbrechender Division hochstens b — 1 verschiedene Reste auftreten kénnen, z.B.

2 7
7= 0,285 714 285 714 ... (6-stellige Periode), —55 = —0,31818... (2-stellige Periode)).

a
Jede rationale Zahl g = i lasst sich als endlicher oder unendlicher periodischer Dezi-
malbruch darstellen.

Umgekehrt kann jeder endliche oder unendliche periodische Dezimalbruch in einen Bruch
der Form g = % (rationale Zahl) umgeformt werden.
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Obwohl die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden dicht liegen, fiillen sie diese nicht
liickenlos aus. Es gibt auf ihr Punkte (sogar unendlich viele), denen keine rationale Zahl ent-
spricht. Sie lassen sich als unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche darstellen. Beispiele

sind die meisten Wurzelwerte (v/2; v/3; \3f2; ... ), diemeisten Logarithmen (lg 2; In 3; ...),
g g

die meisten Winkelfunktionswerte (sin 10°; cos20°; ... ), die Zahlen 7 und e. Sie werden ir-
rationale Zahlen genannt.

Vereinigt man die Menge der rationalen mit der Menge der irrationalen Zahlen, erhélt man
einen Zahlenbereich, der die Zahlengerade liickenlos ausfiillt:

Reelle Zahlen
R = {r: rist ein Dezimalbruch}

Jede reelle Zahl ist demnach darstellbar als ein endlicher oder unendlicher periodischer De-
zimalbruch (rationale Zahl) oder als ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch (irra-
tionale Zahl). Es gilt also Q C R.

In R sind alle vier Grundrechenoperationen (auller der Division durch 0) uneingeschrankt
ausfiihrbar.

Aussagen iiber Zahlen in diesem und den folgenden Abschnitten gelten grundsitzlich fiir
reelle Zahlen. Auf Einschrankungen des Geltungsbereichs wird hingewiesen.

Da die Zahlengerade liickenlos ausgefiillt wird, werden zunéchst keine weiteren Zahlen be-
nétigt. Es gibt aber Probleme, die sich im Bereich der reellen Zahlen nicht 16sen lassen (z. B.
das Bestimmen der Losungen der Gleichung x> = —4). Um solche Probleme 1sen zu kén-
nen, miissen Zahlen eingefiihrt werden, die nicht reell sind. Die ihnen zugeordneten Punkte
liegen aullerhalb der reellen Zahlengeraden (siehe Kapitel 11).

1.2.2 Zahlensysteme

Zahlen werden durch Ziffern dargestellt, die aus Grundziffern bestehen. Im Beispiel
z =17 = W HHHH 11 = XVII = (10001), = (11)16
wird die Zahl z in fiinf verschiedenen Ziffernsystemen dargestellt.

In der Praxis ist es auch tiblich, die Grundziffern als Ziffern zu bezeichnen.
Man unterscheidet

Additionssysteme

Jede Grundziffer hat einen Zahlenwert, und diese sind in der Zifferndarstellung zu addieren.
(Die Grundziffern haben keinen Stellenwert.)

Beispiele:
(1) Strichdarstellung, z. B. HH HiH i I

(4 Striche senkrecht, der 5. Strich waagerecht)
(2) roémische Ziffern, z. B. XVII

Bedeutung: I \% X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

MCM bedeutet 1 000 + (1000 — 100) = 1900
z.B. MCMLXXXVIII = 1 988
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Positionssysteme

Jede Grundziffer hat auller dem Zahlen- auch einen Stellenwert, der eine Potenz der Basis
a ist. Wenn a die Basis ist, werden a Grundziffern gebraucht. AuBer a = 10 sind a = 2 und
a = 16 (in der Rechentechnik) von Bedeutung.

(1) Dezimalsystem (a = 10). — Grundziffern: 0, 1,2, ..., 9;
Stellenwerte 10° = 1 (Einer), 10! (Zehner), 102 (Hunderter), ...
Beispiel:
3208=3-10°+2-10%+0-10' +8-10°
Bei Briichen gibt es die Stellenwerte 107! = 0,1 (Zehntel), 1072 = 0,01 (Hundertstel), ...
Beispiel:
2,306=2-10°+3-101+0-10%2+6-1073
(2) Bindrsystem (a = 2). — Grundziffern: 0, 1.

Um Missverstdndnisse zu vermeiden, wird an die in Klammern geschriebene Ziffer die
Basis als Index gesetzt.

Stellenwerte 2° = 1 (Einer), 2! (Zweier), 22 (Vierer), ...
Beispiel:
(11011), =1-2*+1-284+0-224+1-2'+1-20= 27y,
Ziffern im Bindrsystem werden auch mit den Grundziffern 0 und L geschrieben, z. B.
LLOLL = (27),¢. Fiir Bereiche, in denen der Buchstabe L eine spezielle Bedeutung hat

(z.B. in der Elektronik), sollte diese Schreibweise vermieden werden, damit sich keine
Missverstdndnisse ergeben kénnen.

(3) Hexadezimalsystem (a = 16). — Gebraucht werden 16 Grundziffern: 0, 1,2, ..., 9,
A=10, B=11, C=12, D=13, E=14, F=15
Stellenwerte 16° = 1 (Einer), 16! = 16, 16 = 256, ...
Beispiel:
(AB8); = 10-16% + 11 - 16" + 8- 16" = (2744),
Konvertierung (Umrechnung in ein anderes System):
a=2—a=10
Kleine Binidrzahlen lassen sich mithilfe der Stellenwerte schnell umrechnen, z. B.
(1101), =844+ 0+ 1 = (13)19
Grof3e Bindrzahlen kdnnen mit folgendem Schema konvertiert werden:
I K N K O KR
0 2 6 14 28 58 118 Es wird spaltenweise von links
2. 1 3 7 14 29 59 119 nach rechts gerechnet.

Ablauf der Rechnung:

1+0=1 (erste Spaltensumme; unter die erste 1 wird 0 gesetzt)
2.-1=2  (Ergebnisin die Spalte rechts daneben, Zeile 2, schreiben)
2+1=3 (Summe der zweiten Spalte)

2-3=6  usw
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Esergibtsichx=(1110111), = (119)p.
a=10—a=2
Es kann mit dem gleichen Schema konvertiert werden. Gerechnet wird in umgekehrter Rei-
henfolge.
Ablauf der Rechnung:

119 =118+1 (Zerlegungin eine Summe, bei der ein Summand durch 2 teilbar ist)
118:2 =59 (Ergebnis in die Spalte links daneben, Zeile 2, schreiben)

59 =58+1

58:2=29 usw.

Es ergibt sich x = (119);9 = (1110111),

a=2—-a=16

Regel zum Konvertieren:

Die Binédrzahl wird (von rechts nach links) in Gruppen zu je vier Grundziffern geteilt und
jede Gruppe fiir sich in eine Hexadezimalgrundziffer konvertiert.

Beispiel: x = (1 0°1110°0111) =(2E7)6
((10)2 =216 (1110)2=(14)10=(E)s; (0111)y=(715)

a=16—-a=2
Es wird die gleiche Regel, in umgekehrter Reihenfolge, genutzt.
Beispiel: x = (AB8)15=(1100"1101'0100), =(110011010100),

1. Das Schema zum Konvertieren von Binér- in Dezimalzahlen (und umgekehrt) ist auch
anwendbar, wenn Zahlen mit einer beliebigen Basis a in Dezimalzahlen konvertiert wer-
den sollen (und umgekehrt). Man braucht nur den links stehenden Faktor 2 durch den
Faktor a (z. B. 16) zu ersetzen.

2. Zahlen im Oktalsystem (a = 8) lassen sich nach einer Regel konvertieren, die der Regel
fiir Hexadezimalzahlen dhnlich ist. Die Bindrzahl muss in Gruppen zu je drei Grundzif-
fern geteilt werden.

1.2.3 Intervalle, absoluter Betrag, Runden von Zahlen

Der Bereich R ist durch die Kleiner- bzw. GrofRer-Beziehung linear geordnet:

Fiir zwei reelle Zahlen a, b gilt stets genau eine der Beziehungen

a<b, a=Db, a>bhb.

a < b wird gelesen: ,a (ist) kleiner als b“, entsprechend a > b ,a gréQer als b“. x < b
bedeutet, dass x kleiner als b oder gleich b ist.

Wenn a < bgilt, so liegt a auf der Zahlengeraden links von b.
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Intervalle sind zusammenhingende Teilmengen von R.
Man unterscheidet (Bild 1.10):

Bedeutung

abgeschlossenes Intervall [a; b] Menge aller reellen Zahlen von a bis b
={x:as<x<b} (einschlieBlich a und b)

offenes Intervall (a; b) Menge aller reellen Zahlen von a bis b
={xra<x<b} (ohne a und b)

Beide Intervalle haben die Breite b — a (z. B. haben in Bild 1.10 beide Intervalle die Breite 3).

[2;5] (2;5)
e . . - v Ly
2 3 4 5 2 3 4 5
Bild 1.10

Das Intervall (a; b] = {x:a < x < b} heil}t links offenes Intervall. Wenn Intervalle nach
einer Seite unbegrenzt sind, sind sie an dieser Seite offen (runde Klammer!), und es wird das
Zeichen ,, 00 (gelesen: ,unendlich) geschrieben, z. B. ist [a; c0) ein rechts offenes Intervall,
das alle Zahlen x enthilt, die grof3er oder gleich a sind x = a.

Die Klammernschreibweise fiir Intervalle darf nur auf Teilmengen von R angewandt werden.
Wahrend z. B. das Intervall [2; 5) = {x:2 < x < 5} alle reellen Zahlen von 2 bis 5 (aber aus-
schliefflich 5) liickenlos enthdlt, gilt fiir die Menge {x:2 < x < 5; x € N} = {2; 3; 4}, denn
durch die zusitzliche Bedingung x € N enthélt sie nur natiirliche Zahlen als Elemente. Die
Klammernschreibweise fiir Intervalle ist nicht anwendbar, die Menge ist durch Aufzdhlen
der Elemente darzustellen. Das offene Intervall wird auch durch ]a; b[ symbolisiert.

Beispiele

1.37  Fiir die Intervalle A = [1; 3] und B = (2; 5) ist (siehe Bild 1.11) ANB = (2; 3], AUB = [1; 5),
A\ B = [1; 2], B\ A = (3; 5). A\ Bist rechts abgeschlossen, denn 2 ¢ AN Bund bleibt deshalb
Element von A\ B. Entsprechend ist B\ Alinks offen, denn 3 € An B, folglich 3 ¢ B\ A.

1.38  Fiir die Intervalle A = [1; 3] und B = [3; 5] ist AN B = {3} (denn 3 ist einziges gemeinsames
Element), AUB=1[1;5],A\B=11;3), B\ A= (3; 5].
AN B enthilt nur ein Element, ist also kein Intervall und muss als Menge mit geschweiften
Klammern geschrieben werden.

1.39  Fiir die Intervalle A = [1;3) und B = (3; 5] ist AN B = 0 (denn wegen 3 ¢ Aund 3 ¢ B
enthalten A und B keine gemeinsamen Elemente), AU B = [1; 3) U (3; 5] = [1; 5] \ {3},
A\B=AB\A=B.

A
[—]E B,
01 2 3 4 5

Bild 1.11 |

Zwei Zahlen heilen einander entgegengesetzt, wenn sie sich nur durch das Vorzeichen un-
terscheiden (z. B. +5 und —5). Sie haben auf der Zahlengeraden den gleichen Abstand von
Null. Man sagt, sie haben den gleichen absoluten Betrag. Ihr Vorzeichen wird durch die Sig-
numfunktion ausgedriickt.
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Definition 1.4

Der absolute Betrag (kurz: Betrag) einer Zahl a ist die nichtnegative der beiden Zahlen a
und —a. Die Funktion sgn a (gelesen ,Signum von a*) ist das Vorzeichen von a.

a fir a=0 1 fir a>0
la] = ; sgna=¢ 0 fir a=0 (1.10)
—a fir a<0 —1 fiir a<0

Beispiel

1.40  Fiir die Zahlen +5, —3 und 0 ist

|[+5| =5 [-3]=3 0]=0

sgn(+5) =1 sgn(-3) =-1 sgn(0) =0 -
Folgerungen:
Es gilt stets
a) la| =0 (1.10a)
b)  |-al=al (1.10b)
¢) Firz = 0gilt

la|=ze a=+z (1.10c)

(a = +zbedeuteta=2zVva=—2z)

d) a=sgna-|al (1.104)

Wenn vor eine Zahl ein Pluszeichen gesetzt wird, bleibt sie unverdndert; wird ein Minuszei-
chen gesetzt, entsteht die entgegengesetzte Zahl.

Die Zahl —a kann demnach auch positiv sein, ndmlich dann, wenn a negativ ist. Mitunter
wird —a als Zeichen fiir eine negative Zahl verwendet. Das ist aber nur richtig, wenn a positiv
ist. Die Bedingung , a ist negativ* heil3t fiir beliebige a ,a < 0.

Beispiele

1.41 Esistz =|a| —|a — b|fiir a = —5, b = —3 zu berechnen.
Losung:
z=|-5|—-|-5—-(-3)|=1|-5]—-|-2/=5-2=3

1.42 Esistz = % (x+y) fiir |x| = 4, |y| = 6 zu berechnen.

Losung: Nach Formel (1.10c)ist x = +4, y = +6. Jeder Wert fiir x ist mit jedem Wert fiir y zu
kombinieren. Fiir z ergeben sich 4 Werte:

L 59 | 46|46 [(46] (46
z 5 —1 1 -5
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1.43  Der Ausdruck 3 u + 5 v — 3 |u — 2 v| ist ohne Betragszeichen zu schreiben.

Lésung: Aus Formel (1.10c) und Definition (1.10) folgt durch Verallgemeinerung

_[+w—-2v fir (u-2v)20
\u—2y|_{_(u_2w fiir (u—2v)<0

Es ergibt sich:

3u+5v—3~{ (u—2v) _{3u+5v—3(u—2v) _{3u+5v—3u+6y

—(u—-2v)  \3u+5v+3Ww—-2v) | 3u-+5v+3u—6v

_ 11v, wenn u —2v 20
“l6u—v, wenn u—2v<0 -

Aus Formel (1.10c) folgt durch Verallgemeinerung also

|x—bl=z<x—b==z

(1.10e)
|x—bl=z<x=b=xz
Beispiele
1.44  Durch welche Zahlen wird die Gleichung |x — 10| = 2 gel6st?
Lésung: Nach Formel (1.10e) ist
x—10=+£2
X =10£2
Die Losungen sind x; = 8, x, = 12 (Beide haben von der Zahl 10 den Abstand 2).
1.45 Welche Elemente enthélt die Menge A = {x: |x + 4| = 6}?
Losung:
X+4=146, x=—-4+6 A={-10;2} -

In der Praxis wird fast ausschliefflich mit Zahlen im Dezimalsystem gerechnet. Sie sind ganz-
zahlig oder endliche Dezimalbriiche, also rationale Zahlen.

Jede rationale Zahl kann in der Form x = m - 10¥ geschrieben werden (Gleitkommadarstel-
lung), z. B.
x = 324,16 = 3,2416 - 10 = 0,324 16 - 10° = . ..

Die Form, in der keine Zehnerpotenz als Faktor steht, hei8t Festkommadarstellung. Wenn
m zwischen 1 und 10 liegt (1 £ m < 10), ist die Zehnerpotenz der Stellenwert der links vom
Komma stehenden Ziffer.

Beispiel: x = 3,78 - 10%; die Ziffer 3 hat den Stellenwert 10°.

Regeln fiir Schreibweise und Runden von Zahlen im Dezimalsystem sind in DIN 1333 (Fe-
bruar 1972) enthalten. Diese Regeln gelten nicht fiir Geldwert- und Kostenangaben.

1. Schreibweise von Zahlen

a) Bei Dezimalbriichen sind ganzer und gebrochener Teil durch ein Komma zu trennen. In
Texten, die mit Rechen- oder anderen Maschinen geschrieben werden, darf das Komma
durch einen Punkt ersetzt werden.

b) Alle Ziffern einer Zahl von der ersten von Null verschiedenen links bis zur letzten rechts
heiBen signifikante Ziffern.
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c)

d)

e)

f)

Wenn betont werden soll, dass eine exakte Zahl vorliegt, ist das Wort , exakt“ dahinter zu
setzen (oder die letzte signifikante Ziffer ist halbfett zu drucken).

Die Genauigkeit gendherter Zahlen ist durch die Anzahl signifikanter Ziffern festzulegen.
Da in der Praxis fast ausschlieflich mit gendherten Zahlen gerechnet wird, ist diese Regel
von besonderer Bedeutung.

Wenn fiir eine Zahl eine Unsicherheit (bzw. zuldssige Abweichung) angegeben wird, so
muss bei beiden die letzte signifikante Ziffer von gleicher Ordnung sein.

Bei einer Grof3e sind Zahlenwert und Fehler zweckméRigerweise mit der gleichen Einheit
zu schreiben.

Beispiel

1.46  Zahlenbeispiele zu

a) 3,45=3.45;2,86-10° = 2.86 - 10°

b) Die Zahlen 24,3; 24,0; 20,0; 0,024 3 und 2,43 - 10%> haben je 3 signifikante Ziffern; die Zahl
20 hat 2 signifikante Ziffern.

¢) Fiir die Zeiteinheiten , Stunde“ (h) und , Sekunde* (s) gilt: 1 h = 3600 s (exakt).

d) Vonden gendherten Zahlen 3,2 und 3,20 ist die erste auf Zehntel und die zweite auf Hun-
dertstel genau. Der wahre Wert der Zahl 3,20 kénnte z. B. 3,204 oder 3,195 sein.

e) Richtige Angaben: 352,0 +0,5; 8,13+0,12; (63+0,1)-10%
falsche Angaben: 352,03+0,5 8,1+0,12

f) Beispiele fiir eine Lingenangabe: (6,348 + 0,001) km; Schreibweisen mit verschiedenen
Einheiten, z. B. 6,348 km + 1 m, sollte man vermeiden. [ |

2. Runden von Zahlen

a)

b)

c)

Beim Runden werden signifikante Ziffern von rechts weggelassen bis zu einer bestimm-
ten Stelle. Wenn die erste der weggelassenen Ziffern, von links nach rechts gezahlt, klei-
ner als 5 ist, so bleibt die letzte stehen bleibende Ziffer unverdndert; wenn die erste der
weggelassenen Ziffern gleich oder groer als 5 ist, so wird die letzte stehen bleibende
Ziffer um 1 erhoht.

Das Runden auf eine gewiinschte Stellenzahl ist (nach Moglichkeit) direkt und nicht
schrittweise durchzufiihren.

Wenn doch schrittweise gerundet wird, so gilt:
Wenn die weggelassene Ziffer gleich 5 ist

= und durch vorangegangenes Runden nach oben entstanden ist, so bleibt die letzte
stehen bleibende Ziffer unverindert,

= und durch vorangegangenes Runden nach unten entstanden ist, so wird die letzte
stehen bleibende Ziffer um eins erhéht.

Gerundete Zahlen werden durch das Zeichen ,~“ gekennzeichnet (gelesen ,angendhert
gleich“ oder ,rund®). Wenn keine Missverstdndnisse moglich sind, darf das Gleichheitszei-
chen geschrieben werden.

Beispiel

1.47  Die folgenden Zahlen sind auf 7 signifikante Ziffern gerundet:

n=3:x = 23,24 ~ 23,2; n=2:x,=03654~ 0,37
n=3:x3=12365~ 1,24 - 10*
n=2:x4=0,3647 =~ 0,36; n=2:x5=03653 = 0,37
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Wenn x4 und x5 schrittweise gerundet werden, ergibt sich nach Regel c):

xy =0,3647 ~ 0,365 ~ 0,36; x5 =0,3653 ~ 0,365 ~ 0,37 u

Kontrollfragen

1.13  Inwelchen Zahlenbereichen gilt die Nachfolgerrelation?

1.14 In welchen Zahlenbereichen sind die vier Grundrechenoperationen (auller der Division
durch 0) uneingeschrankt ausfiihrbar?

1.15 Wodurch unterscheiden sich die Dezimalbruchdarstellungen rationaler und irrationaler
Zahlen?

1.16  Welcher Zahlenbereich wird durch R \ Q gebildet?
1.17  Wie wird eine Binédrzahl in eine Hexadezimalzahl konvertiert?
1.18  Wie ist die Genauigkeit gendherter Zahlen festzulegen?

1.19  Nach welchen Regeln wird eine Dezimalzahl gerundet?

Aufgaben: 1.11 bis 1.28

B 1.3 Rechenoperationen
erster und zweiter Stufe

1.3.0 Vorbemerkung

In diesem Abschnitt wird Wissen und Konnen, das in den vorausgehenden Bildungsein-
richtungen erworben wurde, iiber Eigenschaften und Regeln fiir das Rechnen mit Zahlen
und mathematischen Ausdriicken zusammengefasst und gefestigt. Auerdem werden eini-
ge noch nicht bekannte Verfahren eingefiihrt, z. B. die Partialdivision und ein Verfahren zum
Umformen von Doppelbriichen.

1.3.1 Grundbegriffe

Die vier Grundrechenoperationen sind

Addition, Subtraktion (Rechenoperationen 1. Stufe),
Multiplikation, Division (Rechenoperationen 2. Stufe).

Coperation |2,

at+b=c Summand Summand Summe

a—-b=c Minuend Subtrahend Differenz

a-b=c Faktor Faktor Produkt
(Multiplikand) (Multiplikator)

a:b=c Dividend Divisor Quotient

a —

b= @



1.3 Rechenoperationen erster und zweiter Stufe 33

Addition und Subtraktion sowie Multiplikation und Division sind Umkehroperationen:
x4+a)—-—a=x; (x-a):a=x.

Die Zahlen a und —a heilen entgegengesetzte Zahlen (siehe 1.2.3); ihre Summe ist gleich
Null: a + (—a) = 0.

1
Die Zahlen a und 2 heiflen reziproke Zahlen (jede ist der reziproke Wert oder Kehrwert der
1
anderen); ihr Produkt ist gleich Fins: a - i 1.

Mit ihrer Hilfe lassen sich Subtraktion und Division auf Addition und Multiplikation zurtick-
fiithren:

a— b = a+ (—b); die Subtraktion von b ist gleich der Addition von —b;
a:b=a- %; die Division durch b ist gleich der Multiplikation mit %

Eigenschaften der Addition und Multiplikation sind:
Kommutativitét

a+b=b+a;, a-b=Db-a (1.11)
Assoziativitit

(a+b)+c=a+(b+c)

1.12

(a-b)-c=a-(b-c) (1.12)
Distributivitit

a-(b+c)=a-b+a-c (1.13)

Fiir Subtraktion und Division gelten diese Eigenschaften nicht, z.B. ist 6 — 3 # 3 — 6 oder
(12:6):3#£12:(6:3).

Das Multiplikationszeichen darf, wenn sich keine Missverstdndnisse ergeben konnen, weg-
gelassen werden. Eine Ausnahme sind gemischte Zahlen: Sie sind die Summe einer ganzen

2 2
Zahl und eines Bruches (z. B. 2§ =2+ §)’ d.h., das fehlende Operationszeichen zwischen
beiden Zahlen ist das Pluszeichen. Wenn ein Produkt geschrieben werden soll, ist das Mul-
2 4

tiplikationszeichen zu setzen (z.B. 2 - 3= 5).
Rechnen mit Null und Eins
Esgiltstets a+0=a, a-0=0, 0:a=0 (Bedingung: a # 0)

a—0=a, 0-0=0

a-l=a, a:l=a, a:a=1 (Bedingung: a #0)
Von besonderer Bedeutung und bei allen mathematischen Operationen zu beachten ist:

Die Division durch Null ist nicht ausfiihrbar.
Begriindung: Weder a : 0 (a # 0) noch 0 : 0 sind ausfiihrbar, denn

= angenommen, a : 0 wire ausfiihrbar: a : 0 = x, wiirde nach Umformung folgen: a = x-0.
Diese Gleichung ist wegen a # 0 fiir keine Zahl x erfiillbar;
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angenommen, 0 : 0 wire ausfithrbar: 0 : 0 = x, wiirde folgen: 0 = x - 0. Diese Gleichung
ist fiir jede reelle Zahl x erfiillbar. Da eine Rechenoperation ein eindeutiges Resultat ha-

ben muss, ist 0 : 0 nicht ausfiihrbar.

Wegena-0=0und0-0 = 0 gilt der

Satz 1.2
Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn mindestens ein Faktor gleich Null ist:

a-b=05a=0vb=0

(1.14)

Dieser Satz wird hdufig zum Lésen von Gleichungen benutzt.

Beispiele

1.48

1.49

Die Losungen sind x; = 0 und x, = 4.

Fiir die Gleichung x (x — 4) = 0 ergibt sich nach der Aquivalenz (1.14): x =0V x — 4 = 0.

Die Gleichung (x 4 2) (2x — 6) (x — 4) = 0 ist zu losen.

Losung: Aquivalenz (1.14) ergibt: x +2=0vV2x —-6=0V x—4 = 0.

Die Losungen sind x; = —2, xp = 3, x3 = 4.

Kontrollfragen

1.20

1.21

dukt gleich Eins ist?

Aufgabe: 1.29

1.3.2 Rechenoperationen mit Zahlen

Vorzeichenregeln

Addition:a+b=c

a, b gleiche Vorzeichen

(+3) + (+5) = +8

(-3)+ (-5 =-8

Betrag und Vorzeichen der Summe:

|c| ergibt sich durch Addieren von |a| und
|b];

sgn c ist gleich dem Vorzeichen der beiden
Summanden

Multiplikation: a - b = ¢
Betragvon c: |c| = |a] - | b|

Wie heilen zwei Zahlen, deren Summe gleich Null ist? Wie heilen zwei Zahlen, deren Pro-

Welche Ergebnisse haben die Operationena+0,a-0,0:a(a#0),a-1,a:1,a: a(a # 0)?

a, b verschiedene Vorzeichen

(+3) + (=5) = -2

(=3) + (+5) = +2

Betrag und Vorzeichen der Summe:

|c| ergibt sich durch Subtrahieren von |a|
und |b| (der kleinere Betrag wird vom gro-
Reren subtrahiert);

sgn c ist gleich dem Vorzeichen des Sum-
manden mit dem groBeren Betrag.

Vorzeichen von c: ¢ ist positiv, wenn a und b gleiche Vorzeichen haben; c ist negativ,
wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben:

sgna=sgnb=-sgnc=1
sgna #sgnb = sgnc= -1

(a, b +0)
(a,b #0)
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Fiir Subtraktion und Division sind keine speziellen Vorzeichenregeln nétig, da sich diese
Operationen auf Addition und Multiplikation zuriickfiihren lassen.

Kontrollfrage

1.22  Wie werden bei der Addition zweier Zahlen der Betrag und das Vorzeichen der Summe er-
mittelt?

1.3.3 Algebraische Summen

Ein Zahlzeichen, eine Variable oder eine Verkniipfung dieser Zeichen mit Operationszeichen
und/oder Klammern wird als Term bezeichnet.

Beispiele fiir Terme sind: 2a; 3a + b; a — 2b + 3.

Ein Term, der aus nur einem Glied besteht, heit Monom (griech. ,mono-*, einzeln). Ein
zweigliedriger Term wird Binom (lat. ,bi-“, zwei), ein dreigliedriger Term Trinom (lat. ,tri-*,
drei) genannt. Der Term 2a ist ein Monom, der Term 3a + b ein Binom und a — 2b + 3 ein
Trinom. Fiir Terme gelten alle Aussagen des Abschnitts 1.3.1. Da sich die Subtraktion eines
Terms auf die Addition des entgegengesetzten Terms zuriickfiihren ldsst, kann man jeden
mehrgliedrigen Term als eine Summe auffassen (algebraische Summe). Eine algebraische
Summe wird auch Polynom (griech. ,poly-“, viel) genannt. Fiir algebraische Summen gelten
die bekannten Regeln: Summe, Differenz (Auflésen von Klammern)

a+(b-c)=a+b-c¢; a—(b-c)=a-b+c (1.15)

Steht ein Pluszeichen vor der Klammer, bleibt beim Aufl6sen der Klammer der Term in
der Klammer unverindert.

Steht ein Minuszeichen vor der Klammer, sind beim Auflésen der Klammer bei dem in
der Klammer stehenden Term alle Vorzeichen zu dndern.

Bei mehrfachen Klammern ist es zweckmillig, mit dem Auflésen der Klammern von innen
zu beginnen.

Produkt algebraischer Summen

(a+Db) (c+d) =ac+ad+ bc+ bd (1.16)

Das Produkt zweier Summen wird gebildet, indem jedes Glied der einen Summe mit je-
dem Glied der anderen Summe multipliziert wird und die Produkte addiert werden.

Das Multiplizieren einer algebraischen Summe mit einem Monom wird nach dem Distribu-
tivgesetz Gl. (1.13) ausgefiihrt.
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Beispiele
1.50 (3a—2b)(4a—b) — [a(2a + 3b) — (a+ b)(a — 2D)]
= 12a® — 3ab — 8ab + 2b* — [2a® + 3ab — (a* — 2ab + ab — 21?))
= 12a* — 11ab + 2b* — [2a® + 3ab — a* + 2ab — ab + 2b?]
=12a* — 11ab + 2b* — [a® + 4ab + 21|
=12a%® — 11ab + 2b* — a* — 4ab — 2b*
=11a® — 15ab
1.51 (u+v)(u—-2v)2u+ 3v)(3u —4v)
= (u? — uv — 2v»)(61% + uv — 121?)
=6u* + ulv —12u%1?
—6ulv — u?v? + 12u®
—12u2v? — 2u® + 240*
=6u* — 5ulv — 25u20% + 10uv® + 24v* u

Binomische Formeln

(a+b)* = @ +2ab + b (1.17a)

(a+b) (a—b) = a* — b* (1.17b)

Diese Formeln sind fiir die Anwendung besonders wichtig. Deshalb sollte man sich ihre
Struktur gut einpriagen:

Das Quadrat eines Binoms wird berechnet, indem man beide Glieder quadriert (a?; b?), das
Produkt a - b bildet und mit 2 multipliziert (d. h., man bildet das doppelte Produkt) und
die drei Glieder summiert. Mit Formel (1.17b) berechnet man das Produkt zweier Binome,
die sich nur durch das Vorzeichen des zweiten Summanden unterscheiden: Man quadriert
beide Glieder und bildet die Differenz.

Beispiele
1.52 (2x —3y)%? = (2x)? + 2(2x)(=3y) + (—3y)? = 4x* — 12xy + 9y?
1.53  (-3u*v— 5uv2)2 = (73u2v)2 +2 (-3u?v) (—5ur?) + (75uv2)2
=9u*v? +30u® v + 25u% vt
1.54  (8xy +2)(8xy — 2) = (8xy)* — 2% = 64x°y* — 4
1.55 (—3a+2b)(—3a —2b) = (—3a)* — (2b)* = 9a* — 41* u

Faktorenzerlegung

Wenn jedes Glied einer algebraischen Summe den gleichen Faktor enthilt, kann dieser aus-
geklammert werden. Dabei wird die Eigenschaft der Distributivitét (Gl. (I1.13)), von rechts
nach links gelesen, angewendet. Auch die binomischen Formeln, beide von rechts nach links
gelesen, konnen genutzt werden. Ziel der Faktorenzerlegung ist, eine algebraische Summe
in ein Monom umzuformen.

Die Faktorenzerlegung ist ein grundlegendes mathematisches Verfahren, das als Hilfsmittel
zum Losen vieler Probleme, z. B. in der Bruchrechnung, genutzt wird.
Beispiele
1.56 154 — 30ab +5a = 5a-3a —5a-6b+5a-1
=5a(3a—6b+1)
Der gemeinsame Faktor 5a wird ausgeklammert; der Term in der Klammer entsteht, indem

jedes Glied der algebraischen Summe durch 5a dividiert wird. Das Ergebnis ist ein Monom,
das aus den drei Faktoren 5, a und (3a — 6b + 1) besteht.
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1.57

1.58

1.59

1.60

1.61

ac—bc+3a—3b=cla—Db)+3(a—b)=(a—b)(c+3)

Die gegebenen vier Glieder enthalten keinen gemeinsamen Faktor, aber in jeweils der Hélf-
te der Glieder kann man einen gemeinsamen Faktor ausklammern. Es entsteht ein Binom,
dessen beide Glieder den gemeinsamen Faktor (a — b) enthalten. Dieser wird ausgeklam-
mert.

16p° —9¢° = (4p+39)4p — 3q)

Die beiden Glieder enthalten keine gemeinsamen Faktoren, aber die binomische Formel
(1.17b) ist anwendbar, denn die Summe besteht aus zwei quadratischen Termen mit ver-
schiedenen Vorzeichen.

16x° — 36y = 4(4x* — 9y%) = 4(2x + 3y)(2x — 3y)

Zunéchst wird der gemeinsame Faktor 4 ausgeklammert und der Term in der Klammer dann
weiter mithilfe der binomischen Formel zerlegt.

Diese Reihenfolge wird fiir jede Faktorenzerlegung empfohlen:

(1) Gemeinsamen Faktor bestimmen und ausklammern;

(2) weitere Zerlegung nach einer binomischen Formel versuchen;

(3) Zerlegung durch Probieren versuchen (siehe Beispiel 1.61).

Wenn die Summe in diesem Beispiel als erstes nach der binomischen Formel zerlegt wiirde,
ergibe sich (4x+6y)(4x—6y), und bei diesem Produkt kénnte méglicherweise nicht erkannt
werden, dass sich aus jedem Klammerterm der Faktor 2 ausklammern lésst.

4a® — 12ab + 9b* = (2a — 3b)*

Da der erste und dritte Summand die Quadrate von 2a und 3b sind, wird eine Zerlegung
nach der binomischen Formel (1.17a) vermutet. Man macht den Ansatz (2a — 3b)? und muss
uberpriifen, ob der zweite Summand —12ab das doppelte Produkt ist:

2-(2a) - (=3b) = —12ab.

In der Summe 4a® — 10ab + 9b? ist das z. B. nicht der Fall, folglich ist diese Summe nicht in
Faktoren zerlegbar.

2a® — 5ab — 12b* = (2a + 3b)(a — 4b)

Diese Zerlegung wurde durch Probieren gefunden: Wegen 2a> = 2a - a und —12b* =
3b - (—4b) wird das oben stehende Produkt der beiden Klammerterme als Ansatz fiir eine
Faktorenzerlegung geschrieben. Der Ansatz wird durch Ausmultiplizieren entweder besta-
tigt, oder er ist zu dndern. Es kann auch méglich sein, dass die Summe nicht zerlegbar
ist. |

Quotient algebraischer Summen

Die Division einer algebraischen Summe durch ein Monom wird gliedweise ausgefiihrt:

(@a+b):c=a:c+b:c (1.18)

Beispiel

1.62

(8a®b — 6ab® + 10a) : 2ab = 8a°b : 2ab — 6ab? : 2ab + 10a : 2ab
=4a-3b+ %

Die gleiche Rechnung kann auch mit Bruchstrichen geschrieben werden:

8a’h —6ab® +10a _ 8a*b 6ab®  10a

5
2ab = 2ab  2ab " 2ab 4a-3b+ b m
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Die Division durch eine Summe wird nach dem Algorithmus (Rechenvorschrift) der Partial-
division ausgefiihrt.

Die einzelnen Schritte des Algorithmus sind (vgl. mit Beispiel 1.63):

(1) Dividend und Divisor werden nach dem gleichen Prinzip geordnet (z. B. die Variablen
nach dem Alphabet - lexikografische Ordnung — und nach fallenden Potenzen einer Va-
riablen);

im Beispiel: geordnet nach fallenden Potenzen von a

(2) das erste Glied des Dividenden (1. Klammernterm) wird durch das erste Glied des Divi-
sors (2. Klammernterm) dividiert und der Quotient notiert;

im Beispiel: 9a% : 3a = 34°

(3) der Quotient wird mit dem gesamten Divisor multipliziert und unter den Dividenden
geschrieben;

im Beispiel: (3a + 2b) - 3a* = 9a® + 6a°b
(4) das Produkt wird vom Dividenden subtrahiert;
im Beispiel: (9a® — 9a%b — 10ab2)
—(9a® + 6a® b)
~15a*b — 10ab?

(5) wenn die Differenz gleich Null ist, endet das Verfahren; wenn sie ungleich Null ist, wird
bei (2) fortgesetzt (evtl. muss der neue Dividend, d. h. die in (4) berechnete Differenz,
vorher geordnet werden).

Der Algorithmus wird fortgesetzt, bis die Differenz in (4) gleich Null ist oder sich die Divi-
sion in (2) nicht mehr ausfiihren lédsst. In diesem Fall geht die Division nicht auf; die in (4)
berechnete Differenz ist dann der Rest.

Mittels einer Probe kann tiberpriift werden, ob der Algorithmus fehlerfrei ausgefiihrt wurde:
Das Produkt aus Quotient und Divisor muss gleich dem Dividenden sein.

Beispiele

1.63  (9a® — 10ab® — 9a°b) : (3a + 2b)

Ordnen nach fallenden Potenzen von a:

(9a® — 9a*b — 10ab?) : (3a + 2b) = 3a® — 5ab
— (9a® + 6a?b)
—15a?b — 10ab? Division: — 15a4?b : 3a
— (—15a*b — 10ab?)
0

Probe: (3a® — 5ab) - (3a + 2b) = 9a° + 64*b — 154*b — 10ab?
=9a® — 9a*b — 10ab®
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164 (*—p):(x—y)
Beide Summen sind nach fallenden Potenzen von x geordnet:
(B =y (x—y)=x2+xy+)>?

— (2 - x%y) Subtraktion: (x* — y3) — (x® — x%y) = —y% + x%y;
und nach fallenden Potenzen von x ordnen

3

Xy -y
- (**y —xy?)
xy? -y*
= (x* =y*)
0

Probe: (x* + xy + y?) - (x — y)
S RIS BV Y. QU S

1 3 3
1.65 (2x375x+3):(4x+8):§x27x+174x+8
— (2x3 4+ 4x%)
—4x*> —-5x+3
— (—4x* — 8x)
3x+3
—(3x+6)
-3
Rest:

Das Divisionsverfahren endet mit dem Rest —3, denn die nichste Division wire (—3) : (4x) =
——, und die Variable x wiirde im Nenner auftreten. Im Quotienten wird ein gebroche-

ner Term addiert, dessen Zahler gleich dem Rest und dessen Nenner gleich dem Divisor ist:
-3 3

tixt8~ axts
1 3 3
Probe: [ =x? — . -(4x+8
=2x3—4x? +3x—3+4x> —8x+6=2x>—5x+3 [}

Kontrollfragen

1.23  Nach welchen Regeln werden Klammern aufgelost?

1.24  Was ist das Ziel der Faktorenzerlegung einer algebraischen Summe, und welche Schrittfolge
wird empfohlen?

Aufgaben: 1.30 bis 1.34

1.3.4 Bruchrechnung

Der Bruch % (b # 0) heilst echter Bruch, wenn ‘%’ <1

. a
er heilt unechter Bruch, wenn ’ i ‘ > 1.

Beispiele: % und 7% sind echte Briiche, 7; und g = 1 sind unechte Briiche.
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Formanderungen eines Bruches, die seinen Wert nicht &ndern (also nur andere Darstellun-
gen der gleichen rationalen Zahl ergeben), sind

a a:c a a-c
Kiirzen: 3= b ¢ und Erweitern: 3= be (b,c#0).

Zahler a und Nenner b werden durch den gleichen Term c dividiert bzw. mit dem gleichen
Term ¢ multipliziert.

Addition

a " c_a+c

b b b
Multiplikation

a ¢ a-c

b d bd (1.19)
Division

a.c_ad

b'd b c

Addition: Wenn die Briiche gleichnamig sind, werden die Zdhler addiert (der Nenner bleibt
unverdndert). Ungleichnamige Briiche werden vor dem Addieren gleichnamig gemacht,
d. h., sie werden durch Erweitern zu Briichen mit gleichem Nenner gemacht. Der gemeinsa-
me Nenner ist in der Regel der Hauptnenner (das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller
Nenner).

Multiplikation: Das Produkt ist ein Bruch, dessen Zéhler das Produkt der Zdhler und dessen
Nenner das Produkt der Nenner der Briiche ist.

Division: Die Division wird auf die Multiplikation zuriickgefiihrt, d. h., % wird mit dem rezi-

proken Wert von 2 (d. h. mit %), multipliziert.

Multiplikation (Division) mit ganzzahligen Termen wird nach den gleichen Regeln ausge-
fithrt, denn jeder ganze Term ldsst sich als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben, z. B.

a _ac_ac a _ac_al_a
b b1 b’ b b1 b c¢c b-c
Beispiele

1.66  Die folgenden Briiche sind zu kiirzen:

o 18 _16-3.a’h 16-3-a’h:(4ab) 12a
20ab>  4-5-ab*>  4-5-ab?:(4ab)  5b

b) 30mn + 36n* 6n(5m+ 6n) _ 6n
25m? —36n2  (5m+6n)(5m—6n 5m—6n
Zahler- und Nennerterm werden in Faktoren zerlegt, damit man die gemeinsamen Fak-
toren ermitteln kann: Im Zahler wird 67 ausgeklammert, im Nenner nach der binomi-

schen Formel a? — b? zerlegt.

Ziel des Kiirzens ist, den Bruch zu vereinfachen. Man kénnte zwar noch das Ergebnis mit
6n kiirzen, aber es ergédbe sich ein Doppelbruch, also kein einfacherer Bruch:
6n:6n _ 1
(5m—6n):6n  5Sm _
6n
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1.67

8ax — 6bx 2x(4a — 3b) _ —2x(3b — 4a) 1

9 Sbx’—8ax’ ~ 2x2Gh—4a)  2Gb—4a) ~ x
Die Klammernterme (4a — 3b) und (3b — 4a) sind entgegengesetzt gleich. Man kann
kiirzen, wenn man aus einem Term (z. B. im Zdhler) den Faktor —1 ausklammert:
(4a —3b) = (-1)(—4a +3b) = —(3b — 4a)
O 3x2 —2xy —8y?  (3x+4y)(x—2y)  3x+4y
2x2—8y2 2(x+2p)(x—2y)  2(x+2y)
Die Zerlegung des Ziahlerterms wird durch Probieren gefunden; im Nennerterm wird zu-
néchst 2 ausgeklammert und dann nach der binomischen Formel a? — b zerlegt:
2x* - 8y* =2 (x* — 4y%) = 2(x + 2))(x — 2))
3b—2a —(QRa-3b) 2a-3b
e) = =
vV—u —(u—vn) u—rv
Im Zdhler- und im Nennerterm werden die Faktoren —1 ausgeklammert und gekiirzt.
Damit wird erreicht, dass sich bei allen Gliedern des Zihlers und des Nenners die Vor-
zeichen dndern.
f) 16u = 9v und da+ m lassen sich durch Kiirzen nicht vereinfachen, da Zdhler und Nen-

4u —3v 4am
ner keine gemeinsamen Faktoren haben.

Die folgenden Briiche sind gleichnamig zu machen:
1 1 1

A 12425 20ab’c’ 32bc
Die Nenner werden in Faktoren zerlegt. Der Hauptnenner N wird aus den Faktoren der
Nenner zusammengesetzt: Er enthélt jeden Faktor in der héchsten Potenz, in der er auf-
tritt. Die Erweiterungsfaktoren der Briiche ergeben sich, indem N durch den jeweiligen
Nenner dividiert wird, z. B. beim ersten Bruch N/ (12a%b).
m Zerlegung Erweiterungsfaktor
12a%b 22.3a%b 23 . 5bc = 40bc
20ab’c 2% . 5ab’c 2%.3a =24a
32bc 2%bc 3.5a’b = 15a°b
N = 2°.3.5a%b?c = 480a%b%c
Die erweiterten gleichnamigen Briiche sind:
1-40bc  40bc | 24a 15a*b
12a2b - 40bc ~ 480a2b?c’ 480a2b?c’ 480a2b*c
b a c
b) —; N
) a a+b ab
Die Summe a + b lésst sich nicht in Faktoren zerlegen und wird ein Faktor (a + b) des
Hauptnenners: N = ab(a + b).
Erweiterungsfaktoren:
N/a=Dbla+b); N/(a+b)=ab; N/(ab)=(a+ b)
Die erweiterten gleichnamigen Briiche sind:
b*(a+ b) a’b  cla+b
aba+b)’ abla+b)’ abla+b)
2 3x —
o X X=y . Y

9x76y; 18x2 —8y2’ 12x
9x — 6y = 3(3x — 2y); 18x* —8y* =2 (3x +2y) (3x — 2y)
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12x = 2% .3 . x ergibt N = 12x(3x + 2y)(3x — 2y).
Erweiterungsfaktoren:

4x(Bx+2y); 6x; (Bx+2y)(3x—2y)

Die erweiterten gleichnamigen Briiche sind:

8x2(3x + 2y) ) 6x(3x —y) ) y(Bx +2y)3x — 2y)
12x(33x + 2y)(3x — 2y)’ 12x(3x + 2y)3x — 2y)’ 12x(3x + 2y)(3x — 2y)

1.68  Die folgenden Briiche sind zu addieren:

a)

b)

c)

d)

€e)

12a 3b 12a-7b 12a+3b—(12a—7b) _10b _ 2b

5m ' 5m  5m 5m T 5m m

Beim Addieren sind mehrgliedrige Zahler in Klammern zu setzen.

g+ a +L _ba+b)+a’b+cla+b)  a’b+ab®+ac+ bc+ b?
at+b ab ab(a + b) B ab (a+ b)

(siehe Beispiel 1.72b).

Die Summe im Zihlerterm wurde nach fallenden Potenzen von a geordnet.

2a—c¢ 4b—-3c  (2a—c)2b— (4b—-3c)a _ 4ab—2bc — 4ab + 3ac
6a’> —4ab 12ab—8b> 4ab3a — 2b) n 4ab3a — 2b)
———— ——
2a(3a—2b) 4b3a—2b)
3ac — 2bc c(3a—2b) c

" 4ab(Ba—2b)  4ab(Ba—2b) 4ab
Nach dem Addieren ist zu untersuchen, ob sich der Zahler in Faktoren zerlegen ldsst, um
evtl. kiirzen zu kénnen.
a 1 1 a 1 1
21 a a@ @iha-1D a a@_1D
—— N~ N——

(a+1) (a—-1) a a(l-a)
_a—-(@a+)@-1)-1(@a+1l) a*-a*+1-a-1
B a(@a+1@-1 T a@+l@-1
—a 1

Taa@a+h@-1y a-1
Da (1 — a) und (a — 1) entgegengesetzt gleich sind, wird bei (1 — a) der Faktor —1 ausge-
klammert. Um die Rechnung zu vereinfachen, wird dieser Faktor als Minuszeichen vor
den dritten Bruch geschrieben.
1 n 1 _ 2 1@+ @+12)+1(@a+3)(a+12)—2(a+3)(a+4)
a+3 a+4 a+12 (@a+3)(a+4)(a+12)
17a + 60
(a+3)(a+4)(a+12)
Da sich die Nenner nicht in Faktoren zerlegen lassen, ist jeder Nenner ein Faktor des
Hauptnenners.

1.69  Die folgenden Briiche sind zu multiplizieren bzw. zu dividieren:

b)

42x*y 444> 6x 4a  24ax

55ab 35xy 5b 5  25b

Um mit moglichst einfachen Termen zu rechnen, werden diese vor dem Multiplizieren
gekiirzt: 42 und 35 mit der Zahl 7, x2y und xy mit xy usw.

6a? + 9ab _ 7bc _ 3a(2a+ 3b) . 7bc
4bh2 4a2 —9p2 4b? (2a +3b)(2a — 3b)
3a 7c 2lac

T 4b 2a—3b  4b(a- 3b)
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m? —4mn+4n* 4m—8n  (m—2n)*> 52y —x)

© 3x2—6xy 10y —5x 3x(x—2y) 4(m—2n)
_ (m-2n -5(x-2y) -5(m-2n) 10n-5m
T 3x(x—2y) 4 T 12x 0 12x
" 4u? — 9v?  Qu+30) — (2u —3v)(2u + 3v) : Qu +3v)
Suv Suv 1
_ Qu—-3v)Q2u+3v) 1 _ 2u—3v
N S5uv "Qu+3v)  5uv u

Doppelbriiche konnen durch Erweitern mit dem Hauptnenner der in Zdhler und Nenner
des Doppelbruchs auftretenden Nenner in einfache Briiche umgeformt werden.

Beispiele

1.70

1.71

1.72

1.73

a a
T2 <E+20'2b72a+4b072(a+2bq
“~ )

a a4\ ,,  2bc—a  2bc—a
"2 ( 2p) 2P
p q |2
Eydi2 (E4242).
qa_p :(q P )pq:pkwf+wq: (p+a)° _p+a
P_4 P4 P — ¢ (p+a)(p—a) pr-aq
qg p qg p
a _ a _ a (@ +1)
) a_ =] ala = & (@ +1)
a+ — <a+7>-a a’+1
a
a(a*+1) a(a®+1) ,
= = = 1
(@ +1) — a? 1 a(@+1)

1 1 1
Die Gleichung R- R + s ist nach R aufzul6sen.
1 2

Losung: Auf beiden Seiten der Gleichung geht man zum reziproken Term {iber:

1

R= L1
R R
Der Doppelbruch wird durch Erweitern umgeformt:
R_ . 1~1121R2 _ RRlR; _ RRIR; -
+ M 1+ I
— 4+ — ] -RR 2
( R + R2> 110

Kontrollfragen

1.25

1.26
1.27

Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit % ein echter Bruch ist?

Wie werden zwei Briiche multipliziert, und wie werden sie dividiert?

Wie werden Doppelbriiche in einfache Briiche umgeformt?

Aufgaben: 1.35 bis 1.46
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1.3.5 Proportionen

In der Mathematik und ihrer Anwendung in der Praxis sind Grolenvergleiche weit verbrei-
tet. Wenn zum Vergleich zweier Zahlen (oder Gr6f3en) a und b der Quotient % gebildet wird,

so nennt man diesen Quotienten das Verhiltnis der beiden Zahlen (bzw. GréRen).
a

Ein Bruch
in Bruch o

a : b, als Verhiltnis aufgefasst, wird auch gelesen: ,,a zu b“.

Beispiele

1.74  Die MaReinheit Radiant (rad) des ebenen Winkels wird als Verhéltnis der Lange des Kreisbo-

gens b, den die Schenkel des Winkels aus einem Kreis ausschneiden, dessen Mittelpunkt im

b b b
Scheitelpunkt des Winkels liegt, zum Radius dieses Kreises definiert: o = r—l = r—z -
1 2

Bild 1.12

1.75 Ein Vergleich der Warmeleitfahigkeit (in W/(m - K), d.h. Watt/(Meter - Kelvin)) von Kork
(0,038) und Stahl (52) ergibt das Verhéltnis 52/0,038 ~ 1,37 - 103, d. h., die Leitfihigkeit von
Stahl ist mehr als 1000-mal so grof wie die von Kork.

1.76  Beider gleichférmigen Bewegung eines Kérpers wird die Geschwindigkeit als das Verhiltnis
des zurtiickgelegten Weges zur benotigten Zeit definiert: v = ; u

Eine Gleichung zwischen zwei Verhéltnissen heilt Proportion (Verhéltnisgleichung):

a ¢
b= d oder a:b=c:d (1.20)

Man bezeichnet a, b, c, d als Glieder der Proportion; a und d sind die Auen-, b und c die
Innen-, a und c die Vorder-, b und d die Hinterglieder.

Die Proportion kann gelesen werden: ,.es verhilt sich a zu b wie ¢ zu d*.

Multiplizieren der Proportion mit bd ergibt die

Produktgleichung
a-d=b-c (1.20a)

Das Produkt der AuBenglieder ist gleich dem Produkt der Innenglieder.

Jede Proportion ist einer Produktgleichung dquivalent. Mit ihrer Hilfe kann man z. B. ein
Glied einer Proportion aus den anderen Gliedern berechnen.

Wenn die Innenglieder gleich sind (b = ¢), werden sie mittlere Proportionale genannt.
Ausa:c:c:dfolgtc2 =ad,c=Vad.
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Beispiele

. . a b . .
1.77  Die Proportion — = —— ist nach dem Term sin § umzustellen.
sina  sinf

Losung: Produktgleichung a -sin3 = b -sina

Division durch a ergibt sin § = b- s;na
22,2
1.78  Aus der Proportion Sutv _ Su —4v ist x zu berechnen.
X —2v 3u
Losung: Produktgleichung
(x —2v) (9u2 - 41/2) =3u@Bu+2v)
3u(Bu + 2v)
X—20= s
(9u? — 41?)
3uBu+ 2v)
x—2v=
Bu+2v) Bu —2v)
e 3u Loy— 3u 2v(Bu — 2v)
T 3u-2v T 3u—2v 3u—2v
_ 3u+6uv—412
- 3u—2v

1.79  Die mittlere Proportionale zu a; = 4 und d; = 9 ist c% =4-9=36,d.h, ¢; = 6. Damit ergibt
sich die Proportion:

4:6=6:9
Fiir a, = —6,dp = —2ist ¢3 = (—6) - (—2) = 12, ¢; = V12 und die Proportion ist (—6) : V12 =
v12: (=2).
Die Berechnung der mittleren Proportionale ist nicht eindeutig. Fiir c; ist eine zweite Losung
die Zahl —6, denn es ist 4 : (—6) = (—6) : 9, entsprechend ist auch ¢, = —Vv'12. u

Direkte Proportionalitat

Wenn in dem Verhiltnis, mit dem die MaReinheit Radiant eines Winkels definiert wird (siehe
Beispiel 1.74, Bild 1.12), bei konstantem Winkel « der Radius r gedndert wird, dndert sich

auch die Kreisbogenldnge b; das Verhiltnis % bleibt konstant:

by b
rnoon

=... =

Der gleiche Zusammenhang besteht bei der gleichférmigen Bewegung eines Korpers (siehe
Beispiel 1.76) zwischen dem zuriickgelegten Weg s und der benotigten Zeit ¢, z. B. gilt fiir

m
v=>5—
S

s/m 10 20 30 40
t/s 2 4 6 8
dh, X -%2_
h B
Zwei Variablen x und y, fiir die das Verhéltnis zusammengeh6render Werte konstant ist, hei-
Ren direkt proportional zueinander (y ~ x, gelesen: ,y proportional x“):

Yo e (1.21)
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Die Konstante ¢ heil3t Proportionalitdtsfaktor. Die grafische Darstellung ist eine Gerade
durch den Ursprung mit dem Anstieg ¢ (Bild 1.13).

Indirekte Proportionalitéat
Wenn bei der gleichférmigen Bewegung eines Korpers der zuriickgelegte Weg als konstant
angenommen wird und der Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Zeit interes-
siert, so gilt z. B. fiir s = 120 m

v/(m/s) 10 20 30 60

t/s 12 6 4 2
dh,nty=wmHL=... =s
Zwei Variablen x und y, fiir die das Produkt zusammengeho6render Werte konstant ist, hei-
Ben indirekt (umgekehrt) proportional zueinander:

c

y-x=q J’:x (1.22)

1 1 1
(wegeny = ¢ - * schreibt man y ~ 3 gelesen: ,,y proportional }“). Die Konstante c¢ heif3t

Proportionalitédtsfaktor. Die grafische Darstellung ist eine Hyperbel (Bild 1.14). Proportiona-
litdten sind wichtige Zusammenhénge zwischen Grofen.

y

y=CX
(cy>¢y)

x Bild1.13 x Bild1.14

Beispiele

1
1.80  Fiir den Widerstand eines (elektrischen) Leiters gilt R = ¢ 1 (0 ist der spezifische Widerstand
in Q- mm? - m~!; [ ist die Linge in m, A der Leiterquerschnitt in mm?).

Wegen R = %l ~ [ (wenn % konstant ist) sind Widerstand und Leiterldnge direkt propor-
tional zueinander. Entsprechend sind R und g direkt proportional (R = %g ~ ), aber Rund

A sind indirekt proportional (R = g/ - % ~ %).

1.81  Die thermische Zustandsgleichung pV = mRT verkniipft die Menge m eines Gases in kg,
den Druck p in Pa (Pascal), das Volumen V in m?, die Temperatur T in K (Kelvin) und die

spezielle Gaskonstante R in kJ - kg™' - K~! (1] = 1]Joule). Proportionale Zusammenhinge

RT
erkennt man durch Aufldsen der Gleichung nach einer Variablen, z.B. ist V = mT, d.h,

Vo~ % (wenn m, R und T konstant sind) und entsprechend V ~ m, V.~ Rund V ~ T.

1.82 Wenn an einem Widerstand R eine Spannung U anliegt und ein Strom [ flie3t, so ist die
Leistung P=U - I.
Man kénnte P ~ U und P ~ I vermuten. Dies Vermutung trifft aber nicht zu, da U und

I voneinander abhéngig sind (I = %, Ohmsches Gesetz). Einsetzen des Terms % in die

2

Gleichung fiir P ergibt P = %
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P und U sind also nicht direkt proportional, sondern es besteht ein quadratischer Zusam-

menhang.
Das Beispiel zeigt, dass zwischen den Variablen einer Gleichung keine Abhingigkeiten be-
stehen diirfen, wenn die Variablen auf Proportionalitdt untersucht werden sollen. |

Prozent-, Zinsrechnung

Auf vielen Gebieten der Praxis wird mit Prozent (lat. ,pro centum®, entsprechend hundert)
und Promille (lat. ,mille“, tausend) gerechnet. Mit ihnen werden spezielle Briiche bezeich-
net.

1 1
1% = 100 = 0,01; 1%o0 = 1000 — 0,001 (1.23)

Beispiel

1.83  Die Zahlen 0,340 und 0,002 8 sind in Prozent und Promille zu schreiben.

Losung:
0,340 = 34,0 0,01 = 34,0%; 0,340 = 340 - 0,001 = 340 %o
0,0028 = 0,28%; 0,0028 = 2,8 %o u

In Prozent (oder Promille) kann das Verhiltnis zweier Zahlen (oder GréBen) ausgedriickt
werden.

Der Prozentsatz p ist das Verhiltnis eines Wertes a zu einem Grundwert (Bezugswert) b:

a
p= 5 (1.24)

Bei jeder Prozentberechnung ist zundchst zu entscheiden, welcher Wert der Grundwert ist.
Beispiele

1.84 Der Index der industriellen Nettoproduktion in einem Industriezweig war 2010 gleich 200
und 2014 gleich 250 (1990 = 100). Welche prozentuale Anderung ergibt sich mit a) 2010, b)
2014 als Bezugswert?

Losung:
250
a) p1= 200 = 1,25 = 125%, d. h., ein Zuwachs von 100 % auf 125 % bzw. um 25 % (bezogen

auf 2010).

b) p» = % = 0,80 = 80 %, d. h., ein Zuwachs von 80 % auf 100 % bzw. um 20 % (bezogen
auf2014).
Da sich die Prozentwerte wegen des unterschiedlichen Bezugswerts unterscheiden, ist bei

Prozentangaben stets der Bezugswert anzugeben (p; und p- sind reziproke Zahlen).

1.85 Von der Elbe sind bei einer Gesamtldnge von 1165 km 81,3 % schiffbar, von der schiftbaren
Lange sind 15,0 % fiir Seeschiffe schiffbar. Wie lang sind a) der schiffbare und b) der fiir See-
schiffe schiffbare Anteil?

Losung:
a) Grundwert b = 1165km. Aus Gl. (1.24) folgta = pb = 81,3% - b = 0,813 - 1165km =
947 km.

b) Grundwert b =947km - a = 15,0 % - 947 km ~ 142 km.
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1.86

Der Schweriner See hat mit 65,5 km? eine Fliche, die um 69,25 % groRer ist als die Fliche des
Plauer Sees (in Mecklenburg/Vorpommern). Die Prozentzahl bezieht sich auf die Flache des
Plauer Sees. Es ist die Flache des Plauer Sees zu berechnen.

Losung: Die Formulierung ,,um 69,25 % grofer als“ bedeutet p = 169,25 %. Zu berechnen ist
der Grundwert:

a 655km? 5
S22 387k
b 5~ leoas —S87km
Der Plauer See hat eine Fliche von 38,7 km?. ]

Die Zinsrechnung ist eine Anwendung der Prozentrechnung.

Der Prozentsatz p heilt Zinsfuf}, der Grundwert b heilt Grundbetrag, a sind die Zinsen.

Dabei ist zu beachten, dass bei mehrmaliger Verzinsung die Zinsen jahrlich zum Grund-
betrag addiert werden und sich damit der Grundbetrag nach jedem Jahr erhéht. Aufgaben
solcher Art konnen hier nicht gelost werden. Sie sind Aufgabe der Zinseszinsrechnung (siehe
Kapitel 6). Mit den Ansétzen dieses Abschnitts sind nur Probleme mit einfacher Verzinsung

16sbar.

Beispiele

1.87

1.88

Fiir 12 500 € Grundbetrag und 3,25 % Zinsful§ sind die Zinsen zu berechnen.
Losung:

a=p-b=0,0325-12500€ = 406,25 €

Wie grol ist ein Geldbetrag, der bei 5 % Zinsful$ auf 18 900 € wéchst?

Losung: Der Betrag wéchst von 100 % auf 105 %, d. h., p = 105 % = 1,05.
a 18900€

p 105
Der Grundbetrag ist 18 000 €. u

b= =18000€

Kontrollfragen

1.28

1.29
1.30

Welche Arten von Proportionalitit gibt es zwischen zwei Variablen x und y? Durch welche
Gleichungen sind x und y verkniipft, und welche Form haben die grafischen Darstellungen?

Was bedeuten 1 Prozent (1 %) und 1 Promille (1 %o)?

Nach welcher Gleichung wird der Prozentsatz p berechnet?

Aufgaben: 1.47 bis 1.52
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1.3.6 Summenzeichen

Wenn in einer Summe die Summanden nach einer bestimmten Regel gebildet werden, so
kann diese Summe abkiirzend mithilfe des Summenzeichens geschrieben werden.

Definition 1.5

Das Summenzeichen bedeutet in Verbindung mit einem Variablenterm eine aus mehre-
ren Summanden bestehende Summe:

n
Ya=a+a+.. +an (1.25)
i=1

Die Variable i heiSt Summationsindex (i € Z). Er durchlduft alle Werte von der unteren
bis zur oberen (Summations-) Grenze. Sie werden unten und oben an das Summenzei-
chen geschrieben.

Die untere Grenze darf auch eine andere Zahl als 1 sein.

Beispiele
5

1.89 Y % =17+ 2%+ 3% + 4% 4+ 5* (Summe aller Quadratzahlen von 1 bis 5)
i=1

S R S TURE SRS SR

’ = k(k+1) 3.4 4.5 5.6 6-7

7
. . 3 1
Die gleiche Summe wird dargestellt durch kg4 *—Dk

1
191 Y (n+1)°=(-1*+0*+1>+22

3
1.92 Z%:%

1.93 12=12+12+12 =36 -

Il
—

Beispiel 1.90 zeigt, dass fiir eine Summe verschiedene Darstellungen mit dem Summenzei-
chen moglich sind.

Rechenregeln

Es gilt stets:
n n n
Y (ai+b))=Y ai+ Y b (1.26)

i=1 i=1 i=1

konstanter Faktor:

Y cai=cY a (1.27)
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Konstante:

n

Z c=nc (1.28)

Im Allgemeinen gilt (d. h., es gibt Ausnahmen):

n n

n
Z aib; # Z a; - Z b; (1.29)

i=1 i=1 i=1

Beispiele

3
194 Y e +ye—20) =+ —20) + (6 + Y2 — 22) + (63 + y3 — 23)
k=1

= X1 +x2+x3) + (1 + Y2 +y3) — (21 + 22 + 23)

3 3
= Z Xi+ Z
k=1 k=

= 1

3
Vi — Z z, vgl. Gl (1.26)
k=1

n 3
1.95 Y zup=zuy +zuy +zus =2 Y, u,, vgl Gl (1.27)
n=1 n=1
3
196 Y k=k+k+k=3k vglGL(.28)
j=1
3
1.97 Z a;b; = a; b, + a, b, + azbs ist zu unterscheiden von

Il
—

Mw

1

3
a; - Z b; = (a1 + a, + az)(by + b, + bs), Vgl. Gl. (1.29)
1 i=1

Das Summenzeichen ist der griechische Grobuchstabe ,Sigma“. Auch Produkte kénnen
abgekiirzt geschrieben werden, und zwar mit dem griechischen Grofbuchstaben ,Pi“:
n

H a; =aj-ap - ... - an. Es gelten entsprechende Regeln wie fiir das Summenzeichen.
i=1

Kontrollfragen

1.31  Aus welchem Zahlenbereich miissen die Werte sein, die der Summationsindex annehmen
darf?

1.32 Kann man beim Summieren einer Summe das Summieren summandenweise durchfiihren,
und kann man beim Summieren eines Produktes das Summieren faktorenweise durchfiih-
ren (Gln. (1.26), (1.29))?

Aufgaben: 1.53 bis 1.55
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B 1.4 Rechenoperationen dritter Stufe

1.4.0 Vorbemerkung

Die Rechenoperationen dritter Stufe sind das Rechnen mit Potenzen, Wurzeln und Logarith-
men (Potenzieren, Radizieren und Logarithmieren). In diesem Abschnitt werden die im Un-
terricht der vorausgehenden Bildungseinrichtungen erworbenen Kenntnisse zusammenge-
fasst, erweitert (besonders im Bereich des Rechnens mit Logarithmen) und durch Ubungen
gefestigt. Sie werden ergénzt durch ein Verfahren zur Berechnung der Potenz (a + b) " eines
Binoms.

1.4.1 Rechnen mit Potenzen und Wurzeln

Wenn ein Term a mehrfach (n-mal) mit sich selbst multipliziert wird, kann man das Produkt
in abgekiirzter Form als Potenz schreiben:

Definition der Potenz:

a-a...a=a" (1.30)

n Faktoren

Das Potenzieren a” = b hat zwei Umkehroperationen:

1. Zuberechnen ist a, wenn b und n gegeben sind: Radizieren;

2. zuberechnen ist n, wenn b und a gegeben sind: Logarithmieren.

Addition und Multiplikation haben nur je eine Umkehroperation. Eine Summe a + b = ¢
lasst sich zwar nach dem ersten oder zweiten Summanden auflésen (a = ¢ — b; b = ¢ — a),
da aber die Addition kommutativ ist (d. h., erster und zweiter Summand sind vertauschbar),
gibt es nur eine Umkehroperation, die Subtraktion. Da auch die Multiplikation kommutativ
ist, gibt es gleichfalls nur eine Umkehroperation. Das Potenzieren ist nicht kommutativ, d. h.,
a und n sind i. Allg. nicht vertauschbar, und deshalb gibt es zwei Umkehroperationen.

Die folgende Zusammenstellung enthilt Begriffe, Symbole und je ein Zahlenbeispiel:

a"=b Vb=a log,b=n

a Basis b Radikand b Numerus

n Exponent n Wurzelexponent a Basis

b Potenzwert a Wurzelwert n Logarithmus

5° = 125 V125 =5 logs 125 = 3
Potenzgesetze

Addition: Potenzen kann man nur addieren (zusammenfassen), wenn sie gleich sind, d. h.,
wenn sie gleiche Basis und gleichen Exponenten haben.
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Beispiele: 5x3 4 3x% = 8x3; 6a® — 5a° = a°;

x% + x? (gleiche Basis), a> + b? (gleicher Exponent) kann man nicht addieren.
Esgilti.Allg.: a" + b" # (a + b)".
Multiplikation: Potenzen kann man nur multiplizieren (zusammenfassen), wenn sie gleiche
Basis oder gleichen Exponenten haben, z. B. kann man x> - 1 nicht zusammenfassen.

Potenzen

mit gleicher Basis mit gleichem Exponenten

am.a"=a"t" a-p"=(a- b" (1.3D) (1.32)
am _ a” a\”"
=t o (g) (1.33) (1.34)

Der Teil, der beiden Potenzen gemeinsam ist, bleibt stets unverdndert: Bei Potenzen mit
gleicher Basis bleibt die Basis, bei Potenzen mit gleichem Exponenten bleibt der Exponent
unverdndert.

Potenzieren:
(@) =a™" (1.35)

Die Gesetze fiir Potenzen mit gleicher Basis und fiir das Potenzieren einer Potenz haben
eine gemeinsame FEigenschaft: Die mit den Exponenten auszufiihrende Rechenoperation
ist jeweils eine Stufe niedriger, d. h., zwei Potenzen werden multipliziert (dividiert), indem
ihre Exponenten addiert (subtrahiert) werden, und eine Potenz wird potenziert, indem die
Exponenten multipliziert werden.

Sonderfille:
Potenzen von 0 und 1:

0"=0; 1"=1 (1.36)
Positive Basis:

a>0=a">0 (1.37)
Negative Basis:

a" >0, wenn n geradzahlig ist.

a™ <0, wenn nungeradzahlig ist. (1.38)

a<0= {
Aus der Definition der Potenz nach GI. (1.30) folgt, dass n eine natiirliche Zahl gro3er oder

gleich 2 sein muss. Der Potenzbegriff wird durch die folgenden Definitionen auf ganzzahlige
Exponenten erweitert (allerdings mit der Einschrdnkung a # 0).

Definition 1.6

_ 1
a'=a; a®=1(a+0); a”:ﬁ(a;«éO) (1.39)

Mit der Bedingung a # 0, wenn 7 nicht positiv ist, wird ausgeschlossen, dass sich eine Divi-
sion durch Null ergibt.
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Die Potenzgesetze bleiben uneingeschrankt giiltig.

Das bedeutet: Bei formalem Anwenden der Potenzgesetze fithren die neuen Definitionen zu
keinem Widerspruch.

3 3
.. o1 .. . . a a 1
Beispiele: Durch Dividieren (Kiirzen) ergibt sich — = 1, 5= - durch Anwenden der
a a
. . . . a 3_3 0 613 3_5
Potenzgesetze erhdlt man die gleichen Ergebnisse — = a =a =1 = =a =
a a
1
-2 _ L
a ‘= 2
Folgerungen:

(1) Potenzieren mit —1:
1 1
Nach Gl (1.39)ista ' = — = —.
a a
Wenn ein Term mit —1 potenziert wird, ergibt sich der reziproke Wert.

(2) Potenzieren mit —n:

1 1n 1\" .
i (a) odera " =alV"=¢g"D = (a") I

a "=

Ein Term wird mit —n potenziert, indem der reziproke Wert gebildet und dieser mit n
potenziert wird. Die Reihenfolge beider Operationen ist vertauschbar.
(3) Vorrang der Operationen héherer Stufe:

Wenn Terme durch Multiplizieren und Potenzieren verkniipft sind, so hat das Potenzie-
ren (Operation 3. Stufe) Vorrang vor dem Multiplizieren (Operation 2. Stufe).

Zum Beispiel ist ab® = a-b-b, aber (ab)?® = ab-ab = a*b*; oder —a? = (~1)-a-a = —a-a,
aber (—a)? = (—a) - (—a) = d?.

(4) Potenz entgegengesetzter Terme:
Es seia > 0, dann ist —a < 0. Dann gilt nach Gl (1.38)
(—a)" = a", wenn n geradzahlig ist, und
(—a)" = —a", wenn n ungeradzahlig ist.
Zum Beispiel ist (—=2)% = 22, aber (-2)% = —23.

Im Folgenden wird bei allen Beispielen und Ubungen vorausgesetzt, dass die einschrinken-
den Bedingungen erfiillt sind.

Beispiele
-1
[ a_ L a_ b X S
198 (378ab)’ =1; 5= (a+bh = _—p <y2> X
. , P , 2 -2 212
1og (3 (416 (3e\T_ b (L 1N _(atby©_ ab
1 3 9 b 276 \a b ab (a+ b2
2 x2y a?b3 @t
1.100 F:T:xzysi W:W

1.101 (2x — 3y) und (3y — 2x) sind entgegengesetzte Terme. Nach Folgerung (4) ist
(By — 2x)? = (2x — 3y)?, aber (3y — 2x)® = —(2x — 3y)®
1.102 3(u —2v)? +5@2v — w)? =8(u — 2v)% 3 —2v)° +52v — w)® = —2(u - 2v)°
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1.104

1103 (—2a%)" = (-2)*- (a®)" = 16a%; (-2a")° = —8a'%;, —2(d®)" = —2a"
(fa‘z)3 = (=13 (a‘z)3 = f%; (7a—3)*2 =a% -a*=(-1)-a=-a

u2U Unw3n u2—4nvn+1 u2—4nl/n+1

1.105 . = — — 2yt

wan uin w3n-3n wo

er»l 1
Eine andere Form des Ergebnisses ist ——, denn 1>~ *" = "2 =
LA

uin-2

(x+y)"71 X+ 2y2m 1 (x+y)"717(72]x””2*1 B (x+y)"+1xm+1

1.106 Xy : (x+y)72 = y3mET=@m+D B ym
Loy (@Y @) s e

. EPE (03)73 (d*4)73 942 _ 3412

1108 (9a2x)4 (10)62)3 o 9%aBxt - 10348

(18ax2)5 (5a3x)2 T 185a5x10 . 526 x2

Potenzen, deren Basis eine Zahl ist, werden in Primfaktoren zerlegt.

B (32)4 Q. 5)3 adx10 B 38.923.53

- (2-32)° 52al x12 T 25.310.5243x2

_ 5 _ 5

T 22.32.43x2  36a3x? ]

Aufgaben: 1.56 bis 1.58

Eine Umkehroperation des Potenzierens ist, wie zu Beginn dieses Abschnittes erldutert wur-
de, das Radizieren (Wurzelziehen). Um zu vermeiden, dass die Operation nicht ausfithrbar
ist oder kein eindeutig bestimmtes Resultat ergibt, wird sie nur fiir nichtnegative Zahlen de-
finiert.

Definition 1.7

Die n-te Wurzel aus einer nichtnegativen Zahl b (Radikand) ist diejenige nichtnegative
Zahl a, deren n-te Potenz gleich b ist (n ist eine natiirliche Zahl auller Null):

Vb=a<a"=b; b>0,a>0,neN\{0} (1.40)

Die Zahl n heilst Wurzelexponent, das Ergebnis a Wurzelwert.

1.

Das Wurzelzeichen ist der stilisierte Buchstabe ,r, der erste Buchstabe des Wortes ,ra-
dizieren“ (lat. ,radix“, Wurzel).

Bei der zweiten Wurzel (auch ,,Quadratwurzel“ oder nur ,Wurzel“ genannt), wird i. Allg.
der Wurzelexponent weggelassen.

Die dritte Wurzel wird auch Kubikwurzel genannt.

Mit der Bedingung b = 0 werden allgemein Wurzeln aus negativen Radikanden aus-
geschlossen. Diese sind auch fiir geradzahliges n (im Bereich der reellen Zahlen) nicht
ausfiihrbar, z. B. hat \4/ —16 keinen reellen Wurzelwert, denn wenn man annimmt, es wé-
re ¥/—16 = x, dann miisste x* = —16 sein; die vierte Potenz einer beliebigen reellen Zahl
ist aber stets groer oder gleich Null, kann also nicht negativ sein. Fiir ungeradzahliges
nwire es zwar moglich, die Operation auszufiihren (z. B. Y—8 = —2,denn (-2)° = —8);
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es wiirden sich aber Widerspriiche beim Anwenden der Potenz- und Wurzelgesetze er-
geben (siehe Beispiel 1.120).

Fiir einen positiven Radikanden und geradzahliges n wiaren 2 Wurzelwerte denkbar (z. B.
V16 = 4 und auch V16 = —4, denn (—4)? = 16). Mit der Bedingung a = 0 wird erreicht,
dass die Rechenoperation eindeutig ist (V16 = 4).

4. Fiir n = 0ist die n-te Wurzel nicht definiert, denn diese Operation wére entweder nicht
oder nicht eindeutig ausfiithrbar. Wenn ndmlich angenommen wird, diese Operation

wiire ausfiihrbar, also Vb = x, so miisste gelten x° = b. Diese Bedingung ist aber fiir
b # 1 nicht erfiillbar und fiir b = 1 fiir jeden reellen Wert x (auller 0) erfiillt.

Sonderfille:
Es ist {0 =o0; V1=1; Va=a
denn J0=0<0"=0; Vi=121"=1; Va=asa =a

Die beiden folgenden Gleichungen driicken aus, dass Potenzieren und Radizieren Umkehr-
operationen sind:

(1.41)

(V2)'=2 V=2 (1.42)

In der ersten Gleichung wird z zuerst radiziert und dann potenziert, in der zweiten Glei-
chung wird z zuerst potenziert und dann radiziert.

Zusammenhang zwischen Potenz- und Wurzelbegriff:
Fiir eine Potenz a* soll x so bestimmt werden, dass (ax)" = a gilt. Aus dem Potenzgesetz

1 n
(1.35)folgt a*"* = a, und diese Gleichung wird mitx-n = 1,d.h., x = - erfiillt: (a””) =a.
Ein Vergleich mit GI. (1.42) ergibt, dass es sinnvoll ist, die n-te Wurzel als Potenz mit dem

1 .
gebrochenen Exponenten 5 2 definieren.

Definition 1.8

—Ya a>0 (1.43)

S|

a

1
Fiir p > 0 gilt die Definition auch fiir a = 0. Man kann beweisen, dass fiir die nach GI. (1.43)
definierten Potenzen alle Potenzgesetze gelten. Zum Beispiel folgt durch Potenzieren mit m

(4"

_ Wgm (1.43a)

1
=an :am‘% = (a™n = Vam

Il
N
S

Damit ist der Potenzbegriff auf Potenzen mit rationalen Zahlen m (z.B. endliche Dezimal-
briiche) als Exponenten erweitert worden. "

Man kann ihn auch auf Potenzen mit reellen (z. B. irrationalen) Zahlen als Exponenten er-
weitern, z. B. a¥2. Man nahert in diesem Beispiel V2 durch einen endlichen Dezimalbruch
an. Das kann mit beliebiger Genauigkeit geschehen: a¥2 ~ al4; aV? ~ a'; ...
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Auch die Bedingung fiir den Wurzelexponent »n kann von einer natiirlichen Zahl auf eine
beliebig reelle Zahl (auRer Null) erweitert werden, z. B. ist *¥a = a'/%8 = a1'?5.

Wurzelgesetze

Sie sind wegen der Definition GI. (1.43) Sonderfélle von Potenzgesetzen (Gln. (1.32), (1.34),
(1.35)).

3

11
Aus GL. (1.32) folgt z.B. mit n = %: am -bm = (a-b)

Gleichnamige Wurzeln:
wa. Vo= Va b (1.44)
Va _ mla

Wb Vb
Mehrfachwurzeln:
qa/ Va="9a (1.46)

Terme mit Wurzeln kann man auch umformen, indem man jeden Wurzelterm in eine Potenz
umwandelt und die Potenzgesetze anwendet.

(1.45)

Folgerungen:

(1) Potenz- und Wurzelexponenten kénnen , gekiirzt“ und , erweitert®, d. h. beide mit dem
gleichen Term multipliziert oder dividiert werden:

Wam — n-e/rml,
m m-p
(dennan =a”P).

(2) Vertauschen von Potenzieren und Radizieren: Aus der Herleitung zu Gl. (1.43a) folgt,
dass beide Rechenoperationen vertauschbar sind:

(Va)"™ = Vam (1.47)

(3) Wenn ein Faktor vor einem Wurzelterm unter das Wurzelzeichen geschrieben werden
soll, muss er potenziert werden:

aVb= Vab

Umgekehrt: Wenn sich der Radikand einer n-ten Wurzel in Faktoren zerlegen ldsst und
ein Faktor eine n-te Potenz ist, kann der Radikand partiell (teilweise) radiziert werden:

Varb=a'¥p
(4) Wurzelterme in binomischen Formeln:

(Va+Vb) = (va)* +2vavb+ (VB) =a+2Vab+ b
<a+\/5)2:a2+2a\/5+b

Wenn ein Binom einen Wurzelterm enthélt, so enthélt auch das Quadrat einen Wurzel-
term.
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Andererseits ist <\/5 + \/E) (\/ﬁ - \/E) = a — b; das Ergebnis enthilt keinen Wurzel-

term.
(5) Esist V2% = ¥/16 = 2, aberauch ¥/(—2)% = ¥16 =2 = |-2].
Allgemein:
Van = la|, wenn n geradzahlig ist (1.48)

In dieser Gleichung darf a eine beliebige reelle Zahl sein, denn a” ist fiir geradzahliges
n positiv, und damit ist die Bedingung erfiillt, dass der Radikand positiv sein muss.

Die Gleichung wird bei Formelumstellungen, z. B. beim Lésen von Gleichungen, ange-
wendet, z. B. ist V x> = |x| (siehe Beispiel 1.121).

Beispiele

1.109 Umformungen:

1 1 2 1 1 3
a) %:a3, \/}:xz, \3/52:53’ 47:73:274
Va8 1
1 2 1 1
b) at = VG b3- L _
ps VP

1.110 Zu Folgerung (1):

3 1 6
ViB=ub =u? =vu;, VB=V72=72=49; Vx2=7Vx5 k¥=k2=kb

L1l Va- Va2 =Va- @ =Va = a %:\/?:@:5
1.112 Zu Folgerung (3):

x VB =Vt B=Vx;, VB=V 2Z=2V2
1113 5V2= V1252 = V250; V48=16-3=4V3

1.114 (2\/10 + 4\/21> V6 = 260 + 4v126 = 2V4 - 15 + 4/9 - 14
—2.2V15+4-3V14 = 4V/15 + 1214

1.115 12a2b- V/36a2b? = V22 -3 .22 . 32413
— V232 . BaBab® = 6abv2a

.116 m:l{r:%; Y16=>¥16=1/Vi6= V4

.117 Gemischte Wurzeln:
Vava=Ya-i[Va=va-va- V@ Ya- Vo
oder...:\4/\/ﬁ\/7: VWa = Y@

[ —

1 1 1 1 3
11 1,1 3 8
oder...=a%-a8 =a4 "8 =a8 = Vad
1.118 Ungleichnamige Wurzeln:
3 1 1
u-Yu u?-usd 1,1 3 6+4-9 1
Vi = —y2t3 1=y 12 =uyuiz= ¥y

4
vus u

alw
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v v
1.119 Indie Gleichung h = prse} istr = \3/ e einzusetzen, und die Terme fiir 4 und r sind mitein-

1.120

ander zu vergleichen.

Losung:
Vv

% 2
3

Um den Bruch zu vereinfachen, werden alle Faktoren als dritte Wurzeln geschrieben:

B AN _ 4V

Zum Vergleich von hund r wird weiter umgeformt:

38V 3o g/ V5]V
117\/27'57\/g \/27&:72\/27::

Ein Vergleich von hund r ergibt: h = 2r.

3/ V3. 472
“ Ve

m .
47c2

Nach Formel (1.40) ist ¥'b = a fiir b = 0 und a = 0 definiert. Die folgenden Umformungen
zeigen, dass sich falsche Aussagen ergeben kénnen, wenn b und a negativ sein diirfen:

2= YB=(-82=V6a=V82=VB=2,

d.h. —2 = 2, und das ist eine falsche Aussage.

1.121 Die Gleichungen a) x> = 16, b) x* = —8 sind nach x aufzulésen.
Losung:
a) x*=16
Vx2 = /16, beide Seiten wurden radiziert
|x| = 4, die linke Seite wurde nach GI. (1.48) umgeformt
X = 44, vgl. Aquivalenz (1.10c).
b) x*=-8

Vx3 = — /8, beide Seiten wurden radiziert; weil ¥/—8 nicht definiert ist, die Losung
aber negativ sein muss (denn eine Zahl, deren dritte Potenz negativ ist,
muss selbst negativ sein), wird — V8 geschrieben

x=-2. |

Wenn der Nenner eines Bruches ein Wurzelterm ist oder einen Wurzelterm enthilt, ist es
mitunter zweckméaRig, durch Erweitern den Bruch so umzuformen, dass der Wurzelterm im
Nenner beseitigt wird: Rationalmachen des Nenners.

Beispiele
1 1-.v2 V2 V2 1
1.122 a) ﬁ_ﬁ.ﬁ:ﬁ:TZE\@
b) atb _(a+b)Ve (a+b)ec
Ve veve c
R 28 LR AN S (P
Yy 4y.4y3 4y4 y y



