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Vorwort

Der vorliegende 2. Band des Analysis Repetitoriums schliefit sich nahtlos an
den 1. Band an. Die Numerierung wird fortgesetzt. Verweise auf Kapitel 1 bis
5, wie z.B. ,,3.2.1.A%, beziehen sich auf den 1. Teil (2. und spitere Auflagen).

Auf eine Einfithrung der komplexen Zahlen wird auch in diesem Band verzich-
tet. Grundkenntnisse iiber C werden vorausgesetzt.

Die im Vorwort des ersten Bandes gemachten Bemerkungen gelten auch fiir den
2. Band, insbesondere der Hinweis, dass ein Repetitorium keine systematische
Einfithrung in die Analysis ist, sondern eine komprimierte wiederholende Zu-
sammenfassung von Ergebnissen und Definitionen. Es werden freimiitig Sétze
und Methoden erwéhnt, die normalerweise erst spiter oder in anderen Vorlesun-
gen gebracht werden. Systematische Einfithrungen findet man in Lehrbiichern.
Dazu verweise ich auf die Literaturverzeichnisse im Anhang des 1. und 2. Ban-
des.

Die zweite Auflage von Band 2 unterscheidet sich von der vorhergehenden nur
durch redaktionelle Anderungen und weniger Druckfehler.

Hannover, den 1.9.2006
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Kapitel 6

Grundlagen

6.1 Metrische Riaume

Um die Analysis auf mehrere Variable zu {ibertragen, muss man von der Zah-
lengeraden zu allgemeineren Strukturen iibergehen. Man kann sich auf (evt
sogar endlich dimensionale) normierte lineare Ridume beschréinken. Man kann
andererseits auch bei metrischen oder beliebigen topologischen Réumen anfan-
gen. Wir geben fiir topologische Rdume nur die Definition und beschrinken uns
dann auf metrische Rdume. Nach einer Zusammenstellung der wichtigsten to-
pologischen Begriffe und Sachverhalte werden diese auf normierte Vektorrdume
spezialisiert.

6.1.1 Topologische Riume

Sei X eine nicht-leere Menge. Ein System 7 C P(X) von Teilmengen von
X heifit Topologie auf X, wenn es die folgenden Bedingungen erfiillt:

1) Die leere Menge () und der ganze Raum X gehéren zu 7.
2) Beliebige Vereinigungen von Mengen aus 7 gehoren ebenfalls zu 7.

3) Endliche Durchschnitte von Mengen aus 7 gehéren auch zu 7.

Ein topologischer Raum (X,7T) ist eine nicht-leere Menge X zusammen mit
einer Topologie 7 auf X.

Die Elemente von 7 heiflen offen, ihre Komplemente abgeschlossen.

11



12 6.1 Metrische Raume

Ein System B C 7 von offenen Mengen heifit Basis der Topologie 7', wenn jede
offene Menge G € 7 Vereinigung von Mengen aus B ist. Aquivalent dazu ist

Bist Basisvon 7 <= VG €7 VzxeG3IBeB : zxcBCqG.

Man sagt, dass der topologische Raum X das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt,
wenn seine Topologie eine abzdhlbare Basis besitzt. Zum 1. Abz&hlbarkeits-
axiom siehe 6.1.3.d.

6.1.2 Metrische Riaume

Sei X eine nicht leere Menge. Eine Abbildung d: X x X — R heifit Metrik
oder Abstand auf X, falls fiir alle x,y,z € X gilt

(1) Positivitit d(z,y) > 0

(2) Definitheit dz,y) =0 < ax=y

(3) Symmetrie d(z,y) = d(y,z)

(4) Dreiecksungleichung d(x,z) < d(x,y)+ d(y, z)

Ein metrischer Raum ist eine nicht-leere Menge X zusammen mit einer Metrik d
auf X. Weiter unten (6.1.3.b) wird ausgefiihrt, dass metrische Rdume spezielle
topologische Rédume sind. In ihnen gelten z.B. verschiedene Trennungsaxiome
und auch das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom (aber i.a. nicht das 2.).
Beispiele:
1) Ist X ein normierter linearer Raum mit der Norm || .||, so ist
d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik auf X (siehe Abschnitt 6.2.1).
Insbesondere ist der R™ mit dem euklidischen Abstand
d(z,y) == /(1 —y1)®> + ... + (¥, — Yn)? ein metrischer Raum, ebenso die
komplexen Zahlen C mit dem Abstand d(z,w) := |z — w] .

2) Ist (X,d) ein metrischer Raum und (0 #Y C X , so ist auch Y zusammen
mit der Einschriankung dy :=d ‘ny ein metrischer Raum.
(Y, dy) heifit Teilraum von (X, d).

3) Sei X eine beliebige nicht leere Menge. d: X x X — R sei definiert durch
d(z,y) :=1fir x # y und d(z,z) :=0 .

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. d heifit diskrete Metrik auf X.
In einem diskreten metrischen Raum ist {x} = U;/5(x) eine offene Umge-
bung von x, die nur x enthélt.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine nicht-leere Teilmenge von X.
Dann heifit diam M :=sup{d(z,y); z,y € M} der Durchmesser von M. Evt
ist diam M = oo . Fiir die leere Menge setzt man diam{ :=0 .

Ist diam M < oo, so heifit M beschrinkt, andernfalls unbeschrinkt.
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M C X ist genau dann beschrénkt, wenn M in einer e-Umgebung eines Punktes
x € X enthalten ist.

Der Abstand zweier nicht-leerer Teilmengen A, B eines metrischen Raumes
(X,d) und der Abstand eines Punktes zu einer Menge werden definiert durch

d(A,B) := inf {d(a,b);a€ A,be B} , d(a,B) = d({a},B) .

Esist d(A,B) =d(B,A) und d(A,B)=0,falls ANB#0.

Der Abstand zweier disjunkter, auch zweier abgeschlossener disjunkter Men-
gen kann Null sein. Dagegen ist der Abstand einer kompakten und einer dazu
disjunkten abgeschlossenen Menge stets positiv (siehe Aufgabe 6.4.1.B) .

6.1.3 Offene Mengen, innere Punkte, Umgebungen

Die meisten im Abschnitt 1.7 fiir die reellen Zahlen mit der Betragsmetrik
gegebenen topologischen Definitionen iibertragen sich auf beliebige metrische
Réume. Man muss nur |z —y| durch d(x,y) ersetzen. Viele Begriffe sind auch in
allgemeinen topologischen Rdumen sinnvoll, insbesondere dann, wenn sie allein
mit Hilfe von Umgebungen definiert werden kénnen.

Umgebungen, innere Punkte

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist € > 0 und = € X, so heift
Ue(x) = {y e X;dx,y) <e}

e-Umgebung von x oder auch e-Kugel um z. (e-Umgebungen sind offen!)

Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von x und z heifit innerer Punkt von
U, wenn U eine e-Umgebung von z enthélt.

In einem topologischen Raum (X, 7) heifit eine Teilmenge U C X Umgebung
von z, wenn U eine offene Menge G € 7 enthilt mit z € G C U .

MY := {x; z ist innerer Punkt von M } heifit Inneres oder innerer Kern von
M. Sicher gilt M° C M .

Der innere Kern von M ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen von M :

M° = | J{GCX;GC M, Goffen} .

Offene Mengen

FEine Teilmenge M C X heifit genau dann offen, wenn sie nur innere Punk-
te enthilt, also genau dann, wenn sie mit jedem Punkt x € M auch eine
e-Umgebung von x enthilt. e-Umgebungen sind spezielle offene Mengen.

M C X ist genau dann offen, wenn das Komplement X \ M abgeschlossen ist.
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Das System der offenen Mengen eines metrischen Raumes (X, d) bildet eine
Topologie 7; auf X. D.h. beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnit-
te offener Mengen sind wieder offen und die leere Menge und der ganze Raum
gehoren zu 7 . Man nennt 75 die von der Metrik d erzeugte Topologie. Topolo-
gische Begriffe in metrischen Rdumen beziehen sich immer auf diese Topologie.
Die e-Umgebungen, insbesondere die mit dem Radius € = %, bilden eine Basis
der Topologie 7; .

Umgebungen von Mengen

U C X heiit Umgebung einer Teilmenge M C X, wenn U eine offene Ober-
menge von M enthélt.

Ist M nicht leer und € > 0, so heiBt U.(M) := {x € X; d(z, M) < e} eine
e-Umgebung von M .

Achtung! Es gibt Umgebungen von Mengen, die keine
e-Umgebungen enthalten. Z.B. ist

{ (r,y) € R?; |y| < 1_’_% } eine (offene) Umgebung
der z-Achse R, := {(2,0); z € R} , die keine &-
Umgebung von R, enthalt.

Umgebungsbasen

Ein System B von Umgebungen eines Punktes x € X heifit Umgebungsbasis
von x, wenn jede Umgebung U von z eine Umgebung aus B enthélt.

In metrischen Rdumen bilden die offenen und die abgeschlossenen Umgebungen
eines Punktes Umgebungsbasen dieses Punktes, denn jede Umgebung enthilt
eine offene und eine abgeschlossene Umgebung. Dagegen bilden die kompakten
Umgebungen i.a. keine Umgebungsbasis, z.B. nicht in unendlich dimensionalen
normierten Riumen (siehe Aufgabe 6.4.4.F). Dort gibt es gar keine kompakten
Umgebungen.

In metrischen Rdumen (X, d) besitzt jeder Punkt eine abzihlbare Umgebungs-
basis, d.h. metrische Raume erfiillen das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom.

Eine spezielle abzéhlbare Umgebungsbasis von € X bilden die e-Umgebungen
Uy /n(2) mit dem Radius 1/n .

Metrische Réume erfiillen dagegen i.a. nicht das 2. Abzdhlbarkeitsaziom, d.h.
die Topologie 7; eines metrischen Raumes besitzt i.a. keine abzihlbare Basis.

6.1.4 Abgeschlossene Mengen

Beriihrungspunkte

Sei (X,d) ein metrischer Raum, = ein Punkt aus X und M C X . z heifit
Berihrungspunkt von M, wenn jede e-Umgebung von z die Menge M trifft:

x ist Berithrungspunkt von M <= Ve >0 : M NU(z) #0 .



b)

d)

6.1.4 Abgeschlossene Mengen 15

Abgeschlossene Hiille

Die Menge M := {z; x ist Beriithrungspunkt von M } heiBt abgeschlossene
Hiille von M. Sicher gilt M C M .

Die abgeschlossene Hiille von M ist die disjunkte Vereinigung der inneren und
der Randpunkte von M : M =M°UoM , M°NoM =0 .

Die Hiille M ist auch disjunkte Vereinigung der isolierten und der Hiufungs-
punkte von M .

Sie ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen:

M = ﬂ{FCX; M C F, F abgeschlossen } .

Achtung! In beliebigen metrischen Riumen ist die abgeschlossene Hiille ei-
ner e-Umgebung i.a. echt in der Menge {y € X ; d(x,y) < € } enthalten (z.B.
in diskreten metrischen Rédumen 6.1.2.3) . In normierten linearen Rdumen
stimmen diese Mengen aber iiberein.

Man sagt, eine Teilmenge M C G liegt dicht in G, wenn G C M.

Z.B. liegen die rationalen Zahlen dicht in R (bzgl. der Betragsmetrik).
Trivialerweise liegt eine Menge stets dicht in ihrer abgeschlossenen Hiille, aber
i.a. liegt der innere Kern M? einer Menge nicht dicht in M.

Abgeschlossene Mengen

Eine Menge M heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Beriihrungspunkte ent-
hilt, also genau dann, wenn sie mit ihrer Hiille M {ibereinstimmt. Sie ist auch
genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthélt.

M C X ist genau dann abgeschlossen, wenn das Komplement X\ M offen ist.

Die leere Menge @) und der ganze Raum X sind sowohl offen, als auch abge-
schlossen. In zusammenhéngenden, speziell in normierten linearen Rédumen sind
dies die einzigen offen-und-abgeschlossenen Mengen.

Natiirlich gibt es (auBler in speziellen Rdumen) Mengen, die weder offen, noch
abgeschlossen sind.

Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen
sind wieder abgeschlossen.

Randpunkte
x heiit Randpunkt von M, wenn x Berithrungspunkt sowohl von M, als auch

vom Komplement X\ M ist:

x ist Randpunkt von M
= Ve>0: MNU(z)#0 und (X\M)NU(x) #0 .
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OM := {z; x ist Randpunkt von M } heifit Rand von M.

Der Rand einer Menge M ist stets abgeschlossen und enthélt keine inneren
Punkte von M. Jedoch kann (OM)? # () sein. Z.B. ist in der {iblichen Metrik
0Q=R.

Esgilt oM =9(X\M)=MNX\M .

6.1.5 Haufungspunkte

Haufungspunkte

Sei (X, d) ein metrischer Raum, x ein Punkt aus X und M C X .

Ein Punkt z € X heifit Hdaufungspunkt von M, wenn jede e-Umgebung von
x einen von x verschiedenen Punkt aus M enthilt. z ist also genau dann
Haufungspunkt von M, wenn z Beriihrungspunkt von M\ {z} ist. Die Menge
der Haufungspunkte von M wird oft mit M’ bezeichnet.

M’ = {x € X; z Hiaufungspunkt von M } = {xEX;ﬂUGM\{x}} .

Ist x Haufungspunkt von M, so enthéilt jede e-Umgebung von x auch unendlich
viele Elemente vom M und z ist Hiufungswert (sogar Grenzwert) einer Folge
von Elementen aus M\ {z} . (Hier braucht man, dass in metrischen Réumen
jeder Punkt eine abzihlbare Umgebungsbasis besitzt.)

Die Menge der Hiufungspunkte einer Menge M ist stets abgeschlossen (siehe
Aufgabe 1.8.2.B) . Sie kann natiirlich leer sein.

Man beachte, dass in beliebigen metrischen Rdumen innere Punkte von M nicht
notwendig Haufungspunkte sein miissen (z.B. nicht in diskreten metrischen
Réumen 6.1.2.3) . In normierten linearen Réumen ist dies aber richtig.

Isolierte Punkte

Ein Punkt z € M heif3t isolierter Punkt von M, wenn es eine e-Umgebung von
x gibt, die aufler x keinen Punkt aus M enthéilt. Also

x ist isolierter Punkt von M <= 3Je>0 : M NUc(x) = {z} .

Die abgeschlossene Hiille einer Menge M ist die disjunkte Vereinigung der
H#iufungspunkte und der isolierten Punkte von M.

Nicht jeder isolierte Punkt von M ist Randpunkt von M. Z. B. ist in diskreten
metrischen Rdumen M jeder Punkt sowohl innerer, als auch isolierter Punkt
von M und kein Punkt von M ist Haufungspunkt oder Randpunkt von M.
Derartige Sonderfélle konnen in normierten linearen Rdumen nicht auftreten.
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6.1.6 Konvergenz

Folgen

Sei (X, d) ein metrischer Raum und (zp)nen , kurz (x,) , eine Folge aus X
(also eine Abbildung von N in den metrischen Raum X).

(2y,) heifit beschrinkt, wenn die Menge der Folgenglieder z,, beschrinkt ist, also
innerhalb einer festen Kugel liegt:

(xn) beschrinkt <= ZFJaxeX Je>0: {a,;neN}CUx).

(2,) heifit konvergent, wenn es ein & € X und zu jedem e > 0 einen Index ng
gibt, von dem ab d(z,, ) < ¢ ist. Ein solches & heifit Grenzwert der Folge (z,,).

&= lim =z, (bzw z, — & fir n — o0)

n—oo

<= Ve>03IngeNVn>ng : dz,, €& <e
< Firalle e >0 gilt d(z,,&) <e fir fast allen
<= Firalle ¢ >0 gilt d(z,,&) > ¢ fiir hichstens endlich viele n .

In metrischen Rdumen hat eine Folge hochstens einen Grenzwert. Sie heifit
divergent, wenn sie keinen besitzt.
Konvergente Folgen sind beschréankt, unbeschréinkte Folgen sind divergent.

Teilfolgen und Haufungswerte von Folgen in metrischen Rdumen sind genauso
definiert wie in R (siehe Abschnitt 2.1.4) .

In metrischen Radumen besitzt jeder Punkt eine abzéhlbare Umgebungsbasis.
Deshalb gilt auch hier, dass ein Punkt £ genau dann Haufungswert einer Folge
(xy) ist, wenn es eine gegen ¢ konvergente Teilfolge (z,, )i gibt.

Cauchy-Folgen
Die Folge (x,,) heifit Cauchy-Folge , wenn es zu jedem € > 0 einen Index ng € N
gibt, von dem ab alle Absténde d(zy, xm) < € sind.

(zr,) ist Cauchy-Folge <= Ve >03dno e NVn,m>ng : d(zn,zm) <e.

Konvergente Folgen sind Cauchy-Folgen.

Die Umkehrung gilt nur in vollstdndigen Rdumen.
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Konvergenz von Funktionenfolgen

Sei (fn) eine Folge von Funktionen f,: D — X von einer Menge D in einen
metrischen Raum (X, d). Man sagt, die Funktionenfolge (f,,) konvergiert punkt-
weise auf einer Teilmenge M C D gegen eine Funktion f: M — X, wenn fiir
alle x € M die Folgen (f.(z)), in X gegen f(x) konvergieren, also

(fn) konvergiert auf M punktweise gegen [ <
Ve>0VaxeMIng e NVn>no @ d(fn(z), flx)) <e.

Eine Folge von Funktionen f,: D — X heif3t auf D gleichmdflig konvergent
gegen die Grenzfunktion f, wenn es fiir jedes € > 0 einen Index ng > 0 gibt, so
dass fiir alle x € D und fiir alle n > ng gilt d(f.(z), f(z)) <e .

Formal geschrieben:

(fn) konvergiert auf D gleichmiifig gegen f <=
Ve>03noe NVee DVn>ng : d(fu(x), f(z)) <e.

Jede gleichmiBig konvergente Folge ist punktweise konvergent, aber natiirlich
nicht umgekehrt. (Siehe dazu auch Abschnitt 2.5.2.)

Die Grenzfunktion einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen
ist stetig (siche Abschnitt 3.2.7).

Zur Integrierbarkeit der Grenzfunktion sieche Abschnitte 5.1.10 und 9.2.3.

Zur Differenzierbarkeit der Grenzfunktion siehe Abschnitt 4.1.5.

6.1.7 Vollstandigkeit

Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in
X einen Grenzwert in X besitzt.

Beispiele:

1) Endlich dimensionale normierte lineare Rédume sind vollstandig.

2) Die Menge Q der rationalen Zahlen ist mit der Betragsmetrik nicht voll-
standig.

3) Die Menge Cla, b] der auf einem Intervall [a,b] C R stetigen reellen Funk-

tionen ist mit der Supremumsnorm vollsténdig, mit der Integralnorm nicht.
(Beweis siehe Aufgabe 6.4.3.B)
Ein Teilraum eines vollstdndigen metrischen Raumes ist genau dann vollstéan-
dig, wenn er abgeschlossen ist. Beweis siehe Aufgabe 6.4.3.A .
Kompakte Teilrdume beliebiger metrischer Rdume sind vollstandig.
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Cantorscher Durchschnittssatz (Beweis siche Aufgabe 6.4.3.C)
Sei X ein vollsténdiger metrischer Raum. Sei (F),) eine Folge nicht-leerer
abgeschlossener Teilmengen von X derart, dass Fy D F1 D ... D F,, D ...
und diam F,, — 0 . Dann ist der Gesamtdurchschnitt (), oy Fn # 0 .
Jeder metrische Raum kann als dichte Teilmenge eines vollsténdigen metrischen
Raumes aufgefasst werden. Genauer:
Ist (X, d) ein beliebiger metrischer Raum, so existiert ein vollsténdiger me-
trischer Raum (Y, d) und eine isometrische Abbildung ¢: X — Y derart,
dass ¢(X) dicht in Y ist.
Y heiflt dann Vervollstindigung oder vollstindige Hiille von X.
(i heilt isometrisch, wenn 0(p(x),o(y)) = d(z,y) fir alle z,y € X .)

6.1.8 Kompaktheit

Sei (X,d) ein metrischer Raum und M eine Teilmenge von X. Ein System
U={Uj;;jeJ} von offenen Mengen U; heifit offene Uberdeckung von M,
wenn M C U, Uj .

M heifit kompakt (iberdeckungskompakt), wenn jede offene Uberdeckung von
M eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

Durch Ubergang zu Komplementen erhilt man eine fiquivalente Bedingung:
Eine Teilmenge M C X ist genau dann kompakt, wenn fiir jede Familie
F={F;;jeJ} abgeschlossener Teilmengen von X gilt:

Ist (WF;NM;jeJ} =0, so gibt es bereits eine endliche Teilfamilie
{Fj.;j=1,...,m} mit leerem Durchschnitt (,_,(F;, " M)=0.

Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn sie

folgenkompakt ist, d.h. wenn jede Folge aus M einen Haufungswert in M, bzw

eine in M konvergente Teilfolge besitzt. (Dieser Satz gilt nicht in beliebigen
topologischen Riumen!) Fiir einen Beweis siehe Aufgabe 6.4.4.A.

Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist beschrénkt, abgeschlos-
sen und vollstandig.

Im R”, aber nicht in unendlich dimensionalen normierten Rdumen ist jede ab-
geschlossene und beschrinkte Menge auch kompakt (Satz von Heine-Borel).

Eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

Mengen mit nur endlich vielen Elementen sind stets kompakt.

Kompakte Teilmengen metrischer Rdume besitzen abzdhlbare dichte Teilmen-
gen. Man sagt, sie sind separabel. Beweis siehe Aufgabe 6.4.4.B.

Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt. (Der Beweis von 3.3.10.A l#sst
sich auf metrische Rdume iibertragen.)
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6.1.9 Zusammenhang

Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X heifit zusam-
menhdngend, wenn fiir alle offenen Teilmengen O1,02 C X gilt:

ANO1#0, ACO1UOy, ANO1NO:=0 = ANOy = 0.

Insbesondere ist der ganze Raum X genau dann zusammenhingend, wenn ()
und X die einzigen offenen und abgeschlossenen Teilmengen sind.

Zusammenhingende Mengen in R (bzgl. der Betragsmetrik) sind genau die
Intervalle.

In einem diskreten metrischen Raum sind nur die einelementigen Mengen und
die leere Menge zusammenhéngend.

In normierten linearen Rdumen sind offene Mengen genau dann zusammenhén-
gend, wenn sie bogenweise (polygonal) zusammenhiingend sind (6.4.2.B).
Dabei heifit eine Menge A C R™ bogenweise (polygonal) zusammenhdingend,
wenn sich je zwei Punkte x,y € A in A durch einen Bogen bzw einen Strecken-
zug verbinden lassen.

Sind A, B C X zusammenhéngend und AN B # 0 , so ist auch A U B zusam-
menhéngend. (Beweis siehe Aufgabe 6.4.2.D)

Mit A ist auch die abgeschlossene Hiille A und jede Menge B mit AC B C A
zusammenhéngend. (Beweis siche Aufgabe 6.4.2.C)
Das Innere einer zusammenhéngenden Menge ist i.a. nicht zusammenhéngend.

Jeder Punkt x eines metrischen Raumes X liegt in einer maximalen zusam-
menhéngenden Teilmenge, einer sog. Zusammenhangskomponente

Z(x) = U {AC X;ze A, Azusammenhingend} .

Die Zusammenhangskomponenten sind zusammenhéngend und abgeschlossen.
Sie enthalten jede zusammenhéingende Obermenge von z. Sie kénnen einele-
mentig sein, wie z.B. in den rationalen Zahlen mit der iiblichen Metrik.

Stetige Bilder zusammenhingender Mengen sind zusammenhéingend (Beweis
siehe Aufgabe 6.4.2.A) . Fiir Funktionen f: R — R ist das der Zwischenwert-
satz.
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6.2 Normierte lineare Riaume

Grundbegriffe der Linearen Algebra wie z.B. Vektorraum und lineare Abbildung
werden vorausgesetzt. Falls nichts anderes gesagt wird, sind die im folgenden
betrachteten Rdume stets Vektorrdume iiber K = R oder K = C.

6.2.1 Normierte Riaume

Sei X ein Vektorraum iiber K = R oder C. Eine Abbildung ||.|: X — R
heiit Norm auf X, falls fiir alle z,y € X und A € K gilt

(1) Positivitdt lz]| >0

(2) Definitheit |z =0 < =0

(3) Homogenitdt Izl = Azl

(4) Dreiecksungleichung ||z +y| < |lz|| + [ly]
Ein normierter linearer Raum oder auch einfach normierter Raum (X, || .||) ist
ein Vektorraum zusammen mit einer Norm. Ist || . || eine Norm auf X, so wird

durch d(z,y) := || — y|| eine Metrik auf X erklirt. Topologische Begriffe in
normierten Rdumen beziehen sich immer auf diese Metrik.

Jeder Vektorraum besitzt eine Basis und jeder normierte Raum besitzt eine
Basis aus Finheitsvektoren e; (i aus einer geeigneten Indexmenge I) .

Ein vollstandiger normierter linearer Raum heifit Banachraum.

Jeder normierte Raum X lésst sich isometrisch isomorph in einen vollstandigen
Raum Y derart einbetten, dass er dicht in Y liegt. Y ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt und heifit die Vervollstindigung von X.

Aquivalenz von Normen

Zwei Normen ||. |1 und |.||2 in einem linearen Raum X heiflen dquivalent,
wenn es zwei positive Konstanten o, 8 > 0 gibt derart, dass fiir alle z € X gilt
aflz)y < flzflz < Bll -

Sind zwei Normen #quivalent, so bilden die e-Kugeln bzgl der einen Norm ei-
ne Umgebungsbasis bzgl der anderen. Also sind offene Mengen bzgl der einen
Norm auch offen bzgl der anderen. Figenschaften wie Kompaktheit, Konver-
genz, Stetigkeit hdngen nur von der Topologie ab. Gelten sie bzgl einer Norm,
dann auch bzgl jeder dazu dquivalenten.

Aquivalente Normen erzeugen dieselbe Topologie.
Auf endlich dimensionalen Vektorrdumen sind alle Normen dquivalent.
(Beweis siehe Aufgabe 6.4.5.F)
Auf dem unendlich dimensionalen Vektorraum Cfa, b] sind z.B. die Supremums-
norm und die Integralnorm nicht dquivalent! (Beweis siche Aufgabe 6.4.3.B)
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6.2.2 Hilbertraume

Sei X ein Vektorraum iiber K =R oder C .
Eine Abbildung < , > : XxX — K heifit inneres Produkt auf X, wenn gilt

(1)  Positive Definitheit <m, x> >0 fiir alle  #0
(2) (Bi-) Linearitit — (Ax + py,z) = X(z,z) + pn(y, 2)
(3) Symmetrie (z,y) = (y,z)

Aus (2) und (3) folgt (z, Ay + pz) = A(z,y) + 1z, 2) .

Auf einem Raum mit innerem Produkt wird durch ||z := y/(z,z) eine Norm
definiert. Fiir diese Norm gilt die Schwarzsche Ungleichung

[y | < Dl - Nyl

Das Skalarprodukt ist stetig bzgl dieser Norm (genauer: bzgl der Produkttopo-
logie auf dem Produktraum X x X). Insbesondere gilt

T =T, Yo =Y — <xk,yk>—><x,y>.

Ein Vektorraum mit innerem Produkt heifit Hilbertraum, wenn er bzgl dieser
Norm vollstandig ist.

Jeder Vektorraum X mit innerem Produkt ldsst sich isometrisch isomorph in
einen Hilbertraum Y derart einbetten, dass er dicht in Y liegt. Y ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt und heifit die Vervollstindigung von X.

Ist X ein Vektorraum mit innerem Produkt und abzéhlbarer Dimension, so
besitzt X eine Orthonormalbasis (e;);en, also eine Basis aus Einheitsvektoren
mit <€i,6j> = 5ij .

Eine Norm wird genau dann von einem inneren Produkt erzeugt, wenn sie die
sogenannte Parallelogramm-Regel erfiillt: (Beweis siche Aufgabe 6.4.6.B)

lz+yl* + lle—yl* = 2[l=]* + 2 lyl* -
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6.2.3 Beispiele

Der euklidische bzw unitire K"

Der R™ mit der euklidischen Norm ||z|| := ||z||2 := (2 + ...+ 22)Y/? heiBt
n-dimensionaler euklidischer Raum. Er ist vollsténdig, also ein Banachraum.
Seine Norm wird von dem inneren Produkt <x, y> =Y iy erzeugt.
Also ist er ein Hilbertraum.

Der C" mit der Norm ||z| := (Jz1]> + ... + |22]*>)"/? heiBt n-dimensionaler
unitdrer Raum. Er ist ein Banach- und Hilbertraum. Seine Norm wird von dem
inneren Produkt <z, w> =" | zWw; erzeugt.

Der Cfa,b] mit der Supremumsnorm

Der Raum C[a,b] der stetigen Funktionen f: [a,b] — K auf einem Intervall
[a, b] ist zusammen mit der Supremumsnorm

[flleo := sup {|f(x)]; x € [a,b] }

ein unendlich dimensionaler normierter linearer Raum. Er ist vollstéindig, also
ein Banachraum. Seine Norm wird von keinem inneren Produkt erzeugt (siehe

Aufgabe 6.4.6.B) .

(Man kann auch entsprechend Riume beschriinkter K-wertiger Funktionen auf
allgemeineren Grundmengen betrachten.)

Der Cfa,b] mit der p-Integralnorm ,

1/
Fiir festes 1 < p < oo wird auf Cla, b] durch || f||, := {/ |f(z)P dx} ’

eine Norm, die sog. p-Integralnorm (p-Norm) definiert.
Bzgl dieser Normen ist der C[a, b] nicht vollstéindig, also kein Banachraum.

Man kann den so normierten C/a, b] aber isometrisch isomorph in den Banach-
raum LP der Lebesgue-p-integrierbaren Funktionen auf [a, b] einbetten.

Fiir p = 2 wird die p-Norm durch das innere Produkt f, / f(zx
erzeugt.
Der Raum ¢2 der Folgen mit konvergenter Quadratsumme

Auf dem Raum ¢2 := { (2;); 3 |z;|* < oo} der reellen bzw komplexen Folgen
mit konvergenter Quadratsumme Z |z5]* wird durch < Z il

ein inneres Produkt definiert. Mit diesem Produkt ist der ¢2 ein reeller bzw
komplexer Hilbertraum. Beweis siehe Aufgabe 6.4.6.A.
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6.2.4 Topologisches

Auf jedem normierten linearen Raum (X, || .||) wird durch d(z,y) := ||z — y||
eine Metrik definiert. Topologische Begriffe in normierten linearen Rdumen be-
ziehen sich stets auf diese zugehorige Metrik. Die in Abschnitt 6.1.2 aufgefiihr-
ten Sétze iiber metrische Rdume gelten auch in normierten Rédumen. Dariiber
hinaus haben normierte Rdume weitere spezielle topologische Eigenschaften.

Normierte lineare Rdume sind stets zusammenhéngend. Infolgedessen sind in
normierten linearen Riumen die leere Menge () und der ganze Raum X die
einzigen Mengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Eine offene Teilmenge eines normierten linearen Raumes ist genau dann zu-
sammenhéngend, wenn sich je zwei Punkte aus ihr durch einen Polygonzug
verbinden lassen. (Beweis siehe Aufgabe 6.4.2.B)

In normierten linearen Réumen gilt Us(x) = {y; |z —y|| <e}.

Ist (X,|.|l) ein normierter Raum, so ist ||.]: — R stetig.

Die Addition von Elementen aus X und die Multiplikation mit Skalaren sind
bzgl der Produkttopologien stetige Abbildungen von X x X bzw Kx X nach X.
Ebenso ist in einem Hilbertraum X das Skalarprodukt eine stetige Abbildung
von X X X in den Grundkorper K .

Ein normierter K-Vektorraum besitzt genau dann einen dichten Unterraum
abzdhlbarer Dimension, wenn er eine abzéhlbare dichte Teilmenge besitzt. Dies
wiederum ist genau dann der Fall, wenn seine Topologie eine abzédhlbare Basis
besitzt, d.h. wenn er das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt.

Endlich dimensionale Unterriume von normierten Rdumen sind stets abge-

schlossen (6.4.5.F) .

6.2.5 Konvexe und sternférmige Mengen

Die Verbindungsstrecke zweier Punkte x, y eines linearen Raumes ist die Menge
Ty = {Ax+(1-Ny;0<A<1} .

Ein Streckenzug (Polygonzug) von a nach b ist die Vereinigung endlich vieler

Strecken T, _1,%; ,i=1,...,m, mit zg=a und xz,, =0b.

Eine Teilmenge K C X eines linearen Raumes heifit konver, wenn mit je zwei

Punkten x,y € K auch die Verbindungsstrecke 7,y in K liegt.

Offene und abgeschlossene e-Umgebungen sind konvex. Ebenso sind affine Un-
terrdume und n-dimensionale Intervalle im R™ konvex.

Konvexe Mengen sind notwendig zusammenhéngend.

Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist ebenfalls konvex. (Aber
i.a. nicht die Vereinigung!)
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Abgeschlossene Hiillen und e-Umgebungen konvexer Mengen sind ebenfalls kon-
vex. Ebenso ist das Innere einer konvexen Menge konvex (6.4.5.H) .

Sei M C X eine beliebige Teilmenge des linearen Raumes X. Der Durchschnitt
aller konvexen Obermengen von M ist konvex und natiirlich in jeder konvexen
Obermenge enthalten. Er ist die ,kleinste konvexe Obermenge®“ von M und
heiflt konvezxe Hiille von M .

Die konvexe Hiille zweier Punkte ist ihre Ver- konvex
bindungsstrecke. Die konvexe Hiille einer of-

fenen Menge ist offen, aber die konvexe Hiille

einer abgeschlossenen Menge nicht notwendig

abgeschlossen.

Sternférmige Mengen

Eine Teilmenge K C X eines linearen Raumes
heifit sternférmig mit dem Zentrum z € K,
wenn sie mit jedem Punkt x € K auch die

Verbindungsstrecke T,z enthilt. sternférmig

K sternformig bzgl 2 <«<— Vexe K:T,zCK .

Konvexe Mengen K sind sternférmig. Man kann jedes z € K als Zentrum
wihlen. Sternformige Mengen sind zusammenhéngend, sogar polygonal zusam-
menhéingend. Der Durchschnitt zweier sternférmiger Mengen mit demselben
Zentrum ist wieder sternférmig, aber i.a. nicht bei verschiedenen Zentren.

6.2.6 Folgen und Reihen

a) Folgen
Die Addition von Funktionen und Folgen mit Werten in einem linearen Raum
wird wie iiblich definiert: (f 4 g)(z) := f(x)+g(x) , ebenso die Multiplikation
mit Skalaren A € K . Fiir konvergente Folgen (a,,) und (b,) in dem normierten
Raum (X, ||.||) und konvergente Zahlenfolgen (\,) aus dem Grundkérper K
gelten dabei die bekannten Rechenregeln:

1) ap—a, by =b, A, ueK = Aa, + pb, — Aa+ ub
Also bilden die konvergenten Folgen in X einen Vektorraum V und die
Zuordnung {(a,) — lima,} ist eine lineare Abbildung von V nach X.

2) anp —a, Ay = A = Ma, — Aa .

3) an —a = |au|| = lafl , an —0 < lan]| —0.

4) Sind von der Vektorfolge (a,,) und der Zahlenfolge (A,,) die eine beschrinkt
und die andere eine Nullfolge, so geht auch A,a,, — 0 .

Im wesentlichen steckt hinter diesen Regeln die Stetigkeit von Norm, Addition
und Multiplikation mit Skalaren.
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Reihen

Eine Reihe in einem normierten linearen Raum (X, || .||) ist wie in R als Folge
ihrer Partialsummen definiert. Viele der Begriffe, Regeln und Kriterien fiir re-
elle Zahlenreihen iibertragen sich auf Reihen Y a,, in normierten Riumen (vgl
Abschnitt 2.3).

Achtung: Etliche Konvergenzkriterien (z. B. Majoranten und Cauchy-Kriteri-
um) aus Abschnitt 2.3 brauchen die Vollstindigkeit der reellen Zahlen. Infolge-
dessen gelten ihre Verallgemeinerungen nur in Banachriumen !

Z.B. folgt aus der Konvergenz der Reihe Y ||a,|| der Normen nicht notwendig,
dass die Reihe Y a, konvergiert. Dafiir braucht man die Vollstdndigkeit des
normierten Raumes. Infolgedessen gilt das Majorantenkriterium auch nur in
Banachraumen.

Rechenregeln fiir Reihen

1) Sind > ay, und > b, konvergent, A, u € K, so konvergiert auch
> (Aan + pby) und zwar gegen (A an +p > by) -
Die konvergenten Reihen bilden also einen Vektorraum und die Abbildung,
die jeder konvergenten Reihe ihren Wert zuordnet, ist linear.

2) Ist die Reihe Y a, konvergent, so gehen die Summanden a,, — 0.
Bzw: Streben die Summanden nicht gegen Null, so divergiert die Reihe.
(Die Umkehrung ist falsch!)

3) Cauchy-Kriterium

Sei X ein Banachraum, also vollstindig. Dann ist eine Reihe in X genau
dann konvergent, wenn es zu jedem € > 0 einen Index ng gibt, von dem ab
alle Reihenabschnitte der Norm nach kleiner als € sind.

Z an konvergiert im Banachraum X

— Vs>0§|n0Vm2n2n0:HZakH<e.

4) Majorantenkriterium
Sei (X, || . ||) vollstandig, also ein Banachraum. Seien a,, € X, A, € R und
ab einem Index ng gelte |an|| < A, . Dann gilt:
Ist > A, konvergent in R, so konvergiert > a, in X.
5) Wurzel- und Quotientenkriterium gelten auch nur in Banachriumen.
Sei > a, eine Reihe in dem Banachraum X mit a,, # 0. Ferner gebe es ein

a
(festes!) ¢ < 1 und einen Index ng derart, dass ” ”ZJr'l‘” < gbzw Y/an] < g
n

fiir alle n > no . Dann ist ) _ a,, konvergent.
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Funktionenreihen

Auch Funktionenreihen sind die Folgen ihrer Partialsummen. Punktweise und
gleichméBige Konvergenz von Funktionenfolgen in metrischen Rdumen wurden
in Abschnitt 6.1.6.c definiert. Diese Definitionen iibertragen sich vollig analog
wie in Abschnitt 2.5.2 auf Funktionenreihen.

Seien fj, Funktionen von einer Menge X in einen normierten Raum (Y, .|) .
Dann ist die Reihe Y f in X punktweise konvergent, wenn fiir alle z € X die
Reihe Y fx(x) in Y konvergiert.

Die Reihe Y fi konvergiert gleichméfig auf X gegen die Grenzfunktion f, wenn
es fiir jedes € > 0 einen Index ng > 0 gibt, so dass fiir alle z € X und fiir alle
n>ng gilt | f(z) — > p_; fr(®)| < e . Formal geschrieben:

Z fr konvergiert auf X gleichméflig gegen f
n
<= Ve>03dnoeNVzeXVn>ng : Hf(x)—ka(a:)H <e.

Cauchy Kriterium fiir gleichmiflige Konvergenz

Seien fr: X — Y Funktionen von X in einen Banachraum Y. Dann gilt

o0

Z fr konvergiert gleichméBig auf X

k=1 n

<~ Ve>03dngoeNVee XVn>m>ng : H ka(a:)H <e.
k=m

6.2.7 Lineare Abbildungen

Seien (X, ||.]|) und (Y,]|.]|) normierte lineare Rdume und ¢: X — Y linear,
also oAz + py) = Ap(z) + pe(y) firalle z,ye X, A, uekK.

Die Bildmenge ¢(X) ist natiirlich (aufer fiir ¢ = 0) nie beschrénkt. Man nennt
@ beschrdinkt, wenn sup{ ||¢(z)|; ||zl =1} < oo . In diesem Fall heifit

el == sup {lle(@); |zl =1} = sup {{lp@)]; [l <1}
= {28 )

Norm der linearen Abbildung ¢ . ||¢|| ist eine Norm auf dem K-Vektorraum
der linearen Abbildungen von X nach Y. Sie hingt allerdings von der Wahl
der Normen in X und Y ab!

Bs gilt [lo(@)]| < llgll - 2]l - Auerdem ist [l o] < [lgll - 6] fir je zuwei
lineare Abbildungen v¢: X — Y, ¢: Y — Z zwischen normierten Rdumen.
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Eine lineare Abbildung ist genau dann beschrinkt, wenn sie stetig ist.

Lineare Abbildungen eines endlich dimensionalen normierten Raumes X sind
stets beschrankt und damit stetig.

Ist dim X = oo, so gibt es unstetige lineare Abbildungen ¢: X — Y .
Beweis siehe Aufgabe 6.4.7.A .

6.2.8 Endlich dimensionale Riume

Zwei n-dimensionale Vektorrdume (iiber dem gleichen Grundkérper K = R
oder C) sind algebraisch isomorph. Insbesondere sind sie isomorph zum Raum
K™ der n-tupel von Elementen aus K.

Jeder (Vektorraum-) Isomorphismus ¢: X — Y zwischen zwei n-dimensionalen
normierten linearen Rdumen X und Y ist topologisch , d.h. sowohl ¢ als auch
die Umkehrung ¢! sind stetig.

Aquivalent dazu ist: Zu jedem (Vektorraums-) Isomorphismus ¢: X — Y gibt
es zwei positive reelle Zahlen R, S > 0 derart, dass fiir alle z € X gilt

Rzl < lle@)] < S|zl .

Insbesondere sind je zwei Normen auf einem endlich dimensionalen normierten
linearen Raum #quivalent. Siehe Aufgabe 6.4.5.F .

Alle endlich dimensionalen normierten Réume sind vollsténdig, also Banachrau-
me. Aber natiirlich gibt es unendlich dimensionale Rdume, die nicht vollstandig
sind, z.B. der C[a, b] mit einer Integralnorm (siehe 6.4.3.B) .

Auch die folgenden beiden Sédtze gelten nur in endlich dimensionalen Rdumen:

Satz von Heine-Borel
Eine Teilmenge M eines endlich dimensionalen normierten Raumes ist genau
dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Man kann sogar zeigen (sieche Aufgabe 6.4.4.F) :
Ein normierter Raum X ist genau dann endlich dimensional, wenn seine
Einheitskugel { ||z|| < 1} kompakt ist.

Satz von Bolzano-Weierstrass

Sei X ein endlich dimensionaler normierter Raum. Dann besitzt jede unendliche
beschriankte Teilmenge M von X mindestens einen Haufungspunkt in X.
bzw:  Jede beschrinkte Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.



