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Vorwort

Die Boolesche Algebra beinhaltet die Schaltalgebra, jedoch beinhaltet die Schaltalgebra
nicht die Boolesche Algebra. Daher sah ich hier die Notwendigkeit, ein Buch zu verfassen,
in dem zum ersten Mal die Schaltalgebra arithmetisch behandelt wird. Dabei werden die
Grundoperationsarten wie Verunden, Verodern, Negieren und Differenzbildung in Abhan-
gigkeit der Basisformen mathematisch mithilfe von Beispielen und unterstiitzenden Abbil-
dungen ausfiihrlich erkldrt. Damit soll fiir unterschiedliche Disziplinen, wie z.B. Informa-
tik, Elektrotechnik und auch der Mathematik, eine gemeinsame Literatur zur Verfiigung
gestellt werden. Dariiber hinaus wird damit bezweckt, Begriffe aus der Schaltalgebra, die
von unterschiedlichen Disziplinen unterschiedlich bezeichnet werden, auf eine gemeinsa-
me einheitliche Begriffsnutzung hinzufiihren.

Hinzu kommt die Vorstellung von sechs Basisformen der Schaltalgebra. Dabei werden auch
Methoden zum Resolvieren von Funktionen in Abhéngigkeit von ihrer Form vermittelt.
Daneben wird der Schwerpunkt des Buches auch auf die neue Verkniipfungstechnik der
orthogonalisierenden Differenzbildung gelegt. Mit ihrem Einsatz wird die klassische Pro-
blematik der Orthogonalisierung aus der Booleschen Algebra gelost. Zuletzt liegt eine wei-
tere Besonderheit darin, dass einzelne Gleichungen entweder innerhalb der Kapitel oder
im Anhang mithilfe von mathematischen Beweisen auf ihre Allgemeingiiltigkeit bewiesen
werden. Die aufgefiihrten mathematischen Gleichungen werden gréQtenteils auch mit Bei-
spielen erldutert. Dabei kommen auch Abbildungen wie das Karnaugh-Veitch-Diagramm
zum besseren Verstdndnis als unterstiitzende Visualisierungswerkzeuge zum Einsatz.

Das Lehrbuch richtet sich auch an diejenigen, deren Anwendungen z.B. in der Digital-
technik, der Zuverldssigkeitsanalyse, der Kryptologie, der Spieltheorie u.a. liegen. Es er-
moglicht, aus den aufgefiihrten Gleichungen gleichwertige Algorithmen in jeder Program-
miersprache zu implementieren und dadurch gewisse Boolesche Handlungen rechner-
technisch zu behandeln.

Dartiber hinaus bin ich davon iiberzeugt, dass im Bereich der Schaltalgebra noch weitere
neue Gleichungen entwickelt werden kénnen. Denn ich bin der Meinung, dass in diesem
Themenfeld die Untersuchung der Grundlagen noch nicht vollendet ist und hier noch Po-
tential besteht, mathematisch vorzudringen.

Meine Absicht besteht zusétzlich auch darin, dem Leser einen unkomplizierten Eintritt in
die Welt der schaltalgebraischen Arithmetik zu verschaffen und dabei eine einfache zu ver-
stehende Beschreibung der Thematik zu liefern.



Vil Vorwort

B Danksagung

Lob gebiihrt dem Allwissenden, der uns die Méglichkeit gibt, neues Wissen und Erkenntnis
generieren zu diirfen, dem ich fiir die mir gegebene Kraft und das Durchhaltevermdogen,
derer ich bedurfte, um dieses Schriftwerk verfassen zu diirfen, danke.

An dieser Stelle mochte ich mich auch bei Herrn Prof. Dieter Bochmann (hitps://de.
wikipedia.org/wiki/ Dieter_Bochmann) bedanken, der mich in seinen E-Mails motiviert
und mir einige seltene Schriften zur Booleschen Thematik aus seiner privaten Sammlung
zugesandt hat.

Dr. Yavuz Can im Juni 2024


https://de.wikipedia.org/wiki/Dieter_Bochmann
https://de.wikipedia.org/wiki/Dieter_Bochmann

Inhalt

VOFWOIT ..o e e e e ettt e e IX
Teill Theoretische Grundlagen .............c.c.ccceuiviiiiiiiiiiiiiiiii e 1
1  Algebraische Strukturen ..................ccooiiiiiiiiiiiiiie . 3
1.1 Wasisteine Menge?........o.ouiuininininininitii e 3
1.2 Verknipfungsgebilde ............oueuieiiiiiii e e 4
1.2.1  KOommuUtatiVItAT .....ooeeeeee et ae e ae 5
1.2.2 ASSOZIATIVITAL ...uete e e 5
1.2.3  Distributivitdt ........cooiiiiiiiiiii 5
1.2.4  Neutrales EIEMEeNnt ..........cceoiiuiinitiiiiniiiiitiereneineeeeeenenineneees 5
1.2.5  Inverses EIEMEeNt ..........ccoviuiuiitititiiniiiiitee et et ee e nieneees 6
1.3 Algebraische Struktur...........c.ooiiiiiiii 6
131 GIUPPE ceniiiiiiiii ittt 6
1.3.2  ADel'SChe GIUPPE ...uuuinieiiieeee it ettt e eaeee 7
1.3.3  Halbgruppe 7
1.3:4  RINE o 7
1.3.5  KOIPEI .oviiiiiiiiiii i 7
1.4 Boolesche algebraische Struktur ..............coocviiiiiiiiiiiiiiii e 8
1.4.1 0 Verband .....ooeniniiiiiiii e e 8
1.4.2 Halbgeordnete MENge ..........co.vuuiuieiiiiiiiiniiiiiieiiee et ee e eneeee 8
1.4.3  Verband mit Null- und Einselement ...............cccoeeviiiiiiiiiiieninnnnnnn. 9
1.4.4 Komplementdrer Verband ............ccocoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinene e 9
1.4.5 Distributiver Verband ...............cooiiiiiiiiiiiiiiiii s 9
1.4.6  Boolescher Verband ..............cccooiiiiiiiiiiiiii 9

1.4.7  BoOleSCher RiNG .......uvuieiiiiiiiitie et e et ee e eneee 10



X Inhalt

2 Boolesche Algebren..............cooviiiiiiiiiir e 11
2.1 Aufteilung der Booleschen AIgEDra ...........cocovuiiiiiiiiiniiiiiiiiiniiiiieeeennn, 11
2.2 Aussagenlogische AIZEDIa ...........c.oeuiiuiiiiiiitieiiiii e 12
2.3 Mengenalgebra ..........coiuiiiiiiiiiiii e 13
23,1  Definitionen ........co.oiiiiiiiiiiiiiiiii 13
2.3 1.1 MENEE toiniiiiititiiiiee e e e 13

2.3.1.2  EIEMENTE ouvtieiititieit ettt e e e 14

2313 TUPEL oot 15

2.3.2  Mengendefinitionen ...........cc.eeieieiiimiiiiieieniii e 15

2.3.2.1 Kardinalitdt ..........ccoocoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieieeeeieeeee. 15
2.3.22 LeereMenge ..........cocoeviiiiiiiiiiiiiiiiiiieee. 10
2.3.2.3 (Echte) Teilmenge ...........ccoeiiiiiiuiiiiiiiiniiiiiiiie e 15
2.3.2.4 Gleichheitvon Mengen ...........ccccocveveiveiiieniiiieeeenenenene. 16
2.3.2.5 POtenZmenge ...........ccceveviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiieeeeeee 17
2.3.3  Mengenoperationen ............cooooiiiiiiiiiiiiiiiiiii 17
2.3.3.1  VereinigunGSMmenge ...........ccoeeeueeunununenenenenennnnnnnnnns 17
2.3.3.2  Schnittmenge ...........cccoveieieeiiniiiiiiiieeriniiiiiieeeeneneenene. 18
2.3.3.3  KOMPIEMENL ....vuvvieiieeniiiiiieeeeeeieiieeeeeeneeieieeeeneenenee 19

2.3.4 GesetzmiRigkeiten der Mengenalgebra .........c..cc.ccveviiiiiiiinienen.n. 20

2.3.5 Weitere Mengenoperationen ...........coooviiiiiiiiiiiiniiiniiiiinenenenenenenens 21
2.3.5.1 Differenzmenge ...........cocuueeieiieiiiiiiiiiiniii e 21

2.3.5.2 Antivalenz (symmetrische Differenz) ................cc.cc.coeenn. 22

2.3.5.3 Aquivalenz (Komplement der symmetrischen Differenz) ...... 22

Teil I Schaltalgebra und schaltalgebraische Funktionen.................... 25
Schaltalgebra ...........c.oooiiiiiiiiii e 27

3.1 Grundregeln der Schaltalgebra............coocveiiiiiiiiiiiiiii e 27
3.1.1 Grundregeln der Antivalenzform ..............cccceeviiiiiiiieniniiniiiieee. 29
3.1.2  Grundregeln der AQUivalenzform ...............ccoeeeviuieeiiiiineerineerennnnn 30

3.1.3  Produkt- und SUmMmenterm .............cocceeeiiiiiiiiiiiiinii 31

3.1.4  Orthogonalitdt .........ueeieiiiiiiit et et ee e e e 32

3.2 LOGIKGALET ouneititit ittt et e e e ee s 34
4  Schaltalgebraische Funktion .................cc.ociiiiiiii i, 37
4.1  Schaltfunktion ...........ccoiiiiiiiiii 37

4.2 StandardfOIIEI ........ouiiiiit it e et e e e e e eaaaa 38



4.2.1 Disjunktive Form —DF .......ccooiiiiiiiiiiiii e
4.2.2 Konjunktive Form —KF ...ttt e
4.2.3  Antivalenzform von Konjunktionen —AFg .........cocovuiiiiiiiiininininenn.
4.2.4  Aquivalenzform von Konjunktionen —EFp .........coceeviuvenieiinnennennnn..
4.2.5 Antivalenzform von Disjunktionen —AFp .......cccoiiiiiiiiiiiiiiiiiienns
4.2.6  Aquivalenzform von Konjunktionen — EFg .........c.ccevvvuviiiieeninnnnnn.
4.3 Karnaugh-Veitch-Diagramim ..........ccccovuuieiiiiieniiiiiiiii et eeeneens
4.3.1 Abbildung der DF ..........coiiiiiiii e
4.3.2  Abbildung der KF ..........ouieiiiuiiiiieiiii et ee e eeee
4.3.3 Abbildung der AFg UNA AFD ouvuninieitieiiii ettt e eee
4.3.4 Abbildungder EFp und EFg .....ooiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e
4.3.5 Beispielfunktionen zu den Standardformen ................ccccocoeiiiill
Teil I ArithmetiK ... e e
5  Arithmetik der Schaltalgebra ....................cocoiiiiiiii
5.1 Umwandlung von DF ZUKF .......couitiiiiiiiiiii et e
5.2 Das VEIUNAEIN ....einiinititit ettt e et ee et et et ee e et et eeee et eeeeee e aaes
5.2.1 Verunden zweier Produktterme ...............coooiiiiiiiiiiiiii
5.2.2 Verunden zweier SUMMENTEITIE .......ouuerereeeneuninerenereenrnineeeeeennnn
5.2.3  Verunden zweier DFEN ..........ciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e,
5.2.4 Verunden zweier KFeN ............ouiiiiiiiiiitiii it ee e,
ST T D - TR/ 2) o1 (<) o o I PP PPN
5.3.1 Verodern zweier Produktterme ..............cocoeevviiiirenerneniniineiennennn.
5.3.2  Verodern zweier SUMMENTEIINE .......c.uvterieeeneunineteneeeeneiineeeeeennnn
5.3.3  Verodern zweier DFeN .........cccoiuiiiiiiiiiiii i
5.3.4  Verodern zweier KFen ...........ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e
5.4 DasSNEZIETEIL .....ouiuiitiiiiii ittt ettt ettt ettt ettt e eneaes
5.4.1 Negieren eines Produkttermes ...........c.oeueeveieiiiiiiiieneniiieeeennn,
5.4.2 Negieren eines SUMMENTEIMES ..........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiies
5.4.3 Negiereneiner DF ...
5.4.4 Negiereneiner KF ...
5.5 Die Differenzbildung ...........coooiuiniiiiiiiiii e
5.5.1 Differenz zweier Produktterme ...............ccooiii
5.5.2  Differenz zweier Summenterme

5.5.3
5.5.4

Differenz zweier DF

Differenz zweier KF

Inhalt

39
39
40
40
41
41
42
43
43
44
44
45

Xl




Xi

Inhalt

Das ReSOIVIEIeN .........ccooiiiiieieiiiei e

6.1 Resolvieren in DFUNA KF .....coiiiiiitiiiiiiiiii et e
6.1.1  Resolvieren in DF ........ccooiiuiiiiiiiiiiiiie et e

6.1.2  Resolvieren in KF .......c.oiiiiiiiii e

6.2 Resolvieren in AFg @and EF D .. .ouviiiiiiii i e e e e e
6.2.1  ReSOIVIEIEN N AF K ivititiiiie et iie et et ettt ee e e et teeeee e e eeenenen

6.2.2  Resolvieren N EFD ..coiviviiiii ittt e et e e

6.3 Resolvieren in AFp UNA EFK oovviiiiiiii i e e e e e e e
6.3.1  ReSOIVIEIEN IN AF D coonniirit et e e e e e e e e e

6.3.2  Resolvieren N EF g ....oviiiiiiiiitiiiiii et e et e e ea e

Teil IV Orthogonalisierende Differenzbildung ..........................ccc..ee.
7 Die Theorie zur orthogonalisierenden Differenzbildung ................
7.1 Methode der orthogonalisierenden Differenzbildung ................cccooieiniines
7.1.1  Axiome und PoStulate .............ccceeriiiiiiiiiiiiiiiii e
7.1.1.1 Axiome fiir Variablen ..............ccociiiiiiiiiii

7.1.1.2  Axiome fiir Produktterme ...........c.oooueieiiniiiiiiiienenennn,

7.1.1.3  PoStulate ........c.oeinininini e

7.1.2  Analyse der neuen Methode .........c..coieeiiiiiiiiiiiiiiiiniiiiiee e,
7.1.2.1  Aquivalenz zur Differenzbildung .............cc.ooeeuvieeeiennnnns

7.1.2.2  KommuUtatiVitat ........o.eeeneninininini e

7.1.2.3  ASSOZIAtIVItAL  ..ovenniniiiitiiiie it

7.1.2.4  DIStrIDUGVITAL ....evenieiiiii e e

7.2 Anwendungen der orthogonalisierenden Differenzbildung..........................

7.2.1  Orthogonalisierende Differenzbildung zwischen einer DF und
einem Produktterm

7.2.2  Orthogonalisierende Differenzbildung zweier Funktionen ................
7.2.3  Orthogonale Negierte einer Funktion ...............cocooviiin
7.2.4  OrthogonaliSIerung ...........cc.eeeeieiiimiiiii e eeee e
7.2.5 Berechnung einer Redundanz- und Irredundanzfunktion ................

7.2.5.1 Bi-Dekomposition von Schaltfunktionen ..........................

7.2.5.2 Berechnung der Irredundanzfunktion .............................

89
90
92
94
97
97
99



Inhalt Xl

Teil V. Mathematische Beweise.............c.c.c.ccovvimiiimimiiiiiiiiiii e 103
8 Mathematische BeWeise .................ccccvveviiiiininiiiinceee e 105
8.1 Konjunktion von Produkttermen ..............cooeiiviiiiiiiiiiiniiii e 105
8.2 Konjunktion von SUMMEeNtEIMEeN .. ... .....ocovutiiiiiitiiiitii e 106
8.3 Konjunktion zweier DFEN .........c.ccuiiitiiiiiiiiit et ee et e e 107
8.4 Konjunktion zweier KFEN .........c.oc.iiiiiiiiiiiiniiiiiiiinii e ee e 108
8.5 Disjunktion von Produkttermen ...........cooovuiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 109
8.6 Disjunktion von SUMMENtEITEN ......eevtutuininineteenriieeeeeeaerineeeeeeennanes 110
8.7 Disjunktion ZwWeier DFEN .........c.uuuitieiiiiiiiinit ettt ee e eeeeee s 111
8.8 Disjunktion Zweier KFEN .. ....coiuiunitiiie ittt et ee e 112
8.9 Differenzbildung zweier Produktterme .............cc.coooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiininn, 113
8.10 Differenzbildung zweier SUummenterme .............ccocevuviiiieieniiiiiiinieienenns 114
8.11 Differenzbildung zweier DFEN ..........ccccviuiiiiniiiiiiiiiiiiieee it eeeeane 115
8.12 Differenzbildung zweier KFEN ..........ccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeiee e 116
8.13 Orthogonalisierende Differenzbildung e ....................o 117
8.14 Orthogonalisierung ORTH[S] ........cuiiiiiiiiiiiti et ee e 118
8.15 Irredundanzfunktion IR[O] .......c.cceiiiiiiiiiiiiiii i e 119
9 Beweis der Strukturzugehoérigkeit ..............ccoooeiiiiiiiiiiiii i, 121
9.1 AFg einBoolescher RING .........coooiuiiiiiiiiiiiii e e, 121
9.2 EFp ein BooleSCher RING ........cccoiiiuiiiiiiiiiiiiii e 124
9.3 AFp kein BoolesCher RINgG .........cocuuiiiiuiiiiiiiiiiiii e 127
9.4 EFg kein Boolescher RINg .........cooovuiiiiiiiiiii e 129
Literatur ... 133






