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Vorwort zur 1. Auflage

Why, anybody can have a brain. That’s a very mediocre commodity. Every
pusillanimous creature that crawls on the Earth or slinks through slimy
seas has a brain. Back where I come from, we have universities, seats of
great learning, where men go to become great thinkers. And when they
come out, they think deep thoughts and with no more brains than you have.
But they have one thing you haven’t got: a diploma.

Frank Morgan in ‘The Wizard of Oz’, 1939

Unser Buch zu den Grundlagen der Technischen Mechanik ist das Resultat von Vorlesungen
iiber viele Jahre, die wir an der Universitit Paderborn, der Heriot-Watt University in Edinburgh
und seit neuestem auch an der Technischen Universitit Berlin gehalten haben. Letztendlich je-
doch geht der Text auf Ideen und Anregungen zuriick, die aus den Notizen und Vorlesungen
von Herrn Professor Helmut Wild / Paderborn stammen. Thm sei an dieser Stelle besonders
herzlich gedankt. Der hier priasentierte Stoff bietet Material flir das Ingenieurgrundstudium an
deutschsprachigen Universititen und Technischen Hochschulen und deckt sich mit dem Inhalt
der einsemestrigen Veranstaltungen Mechanik A (Statik) und Mechanik B (elementare Festig-
keitslehre), wie sie an der Universitit Paderborn Studenten des Maschinenbaus horen, sowie
der einsemestrigen Vorlesungen Mechanik 1 (Einfilhrung in die Statik und Festigkeitslehre),
Mechanik 2 (Reibung, Stabilitit, elementarer Energiesatz, Massenpunkt- und 2D-Starrkérper-
dynamik, Schwingungen) und schlieBlich Mechanik 3 (Kontinuumsmechanik, insbesondere
Grundlagen der FElastizititstheorie, Kontinuumsschwingungen und Hydromechanik sowie
Energieprinzipe und hohere Dynamik), wie sie fiir Studenten des Maschinenbaus, des Ver-
kehrswesens und der Physikalischen Ingenieurwissenschaft an der Technischen Universitét in
Berlin derzeit vorgeschrieben sind.

Viele waren an der Entstehung dieses Buches sowie der begleitenden Software aktiv beteiligt,
Studenten, Assistenten, technisches und nicht-technisches Personal. Ohne sie wire diese Arbeit
nicht vollendet worden. Ein besonderes Dankeschon gilt den Helfern aus jlingster Zeit, Karin
Bethke, Dipl.-Ing. (FH) Guido Harneit, Berrit Krahl, cand. ing. Manuela Kriiger sowie Ingeni-
eur Hadi Sawan, cand. ing. Torsten Schneider und Ingenieur Firas Seifaldeen. Die Erstellung
der CD erfolgte durch cand. Wirt.-Ing.’s Isabel Koke, Volker Huneke sowie Herrn Ludger
Merkens. Aufgaben zum Dynamikteil sind auf der CD im Moment nur rudimentir vorhanden.
Dass hierzu iiberhaupt Material existiert, ist Herrn Dipl.-Math. Stefan Neumann von der Uni-
versitdt Paderborn zu verdanken. Herrn Kollegen Prof. Dr.-Ing. Albert Duda ist fiir die kriti-
sche Durchsicht des Manuskripts und viele Verbesserungsvorschldge zu danken.

Unter den angehenden Ingenieuren ist die Technische Mechanik ein notorisch unbeliebtes Stu-
dienfach. Nicht zuletzt aufgrund der ihr eigenen mathematisch-formalen Struktur gilt sie als
ntheoretisch™ und ,,unpraktisch®, ja, bei nicht wenigen ist sie sogar als ,,altmodischer, den Er-
fordernissen modernen Ingenieurwesens nicht linger gerecht werdender Ballast verschrien.
Dies ist jedoch ein Irrtum, denn die tigliche Ingenieurpraxis zeigt, dass neue Konstruktionen,
im Mikro- wie im Makrobereich, zur Bestimmung ihrer Zuverlissigkeit die klassischen Kon-
zepte der Mechanik bendtigen und sich die Totgesagte somit bester Gesundheit erfreut und bei
der Herstellung besserer technischer Produkte hilft. Die Konzepte der Technischen Mechanik
zu kennen, zu beherrschen und anzuwenden ist leider nur durch Ubung méglich. Dies erfordert
Geduld und Ausdauer und zwar von beiden Seiten, den Lernenden und den Lehrenden. Zum



\z Vorwort

Trost sollten die Studenten bedenken, dass am Ende der geistigen Anabasis auch ihnen als
Lohn ein Diplom winkt, dessen Bedeutung fiir unser Leben schon der Wizard of Oz richtig
einzuschitzen wusste.

Uberhaupt, dass der angehende Ingenieur es nicht immer leicht hat, wurde bereits von Thomas
Mann in seinem Roman ,,Der Zauberberg“ bemerkt. So erwéhnt eine der Hauptfiguren des
Romans, Hans Castorp, zu seinem behandelnden Arzt, Dr. Krokowski, beildufig, dass er gerade
sein Examen bestanden hitte: ,, Was fiir ein Examen haben Sie abgelegt, wenn die Frage er-
laubt ist?“ , Ich bin Ingenieur, Herr Doktor*, antwortete Hans Castorp mit bescheidener
Wiirde. ,,Ah, Ingenieur*! Und Dr. Krokowskis Licheln zog sich gleichsam zuriick, biifite an
Kraft und Herzlichkeit fiir den Augenblick etwas ein. ,,Das ist wacker. Und Sie werden hier
also keinerlei dirztliche Behandlung in Anspruch nehmen, weder in kérperlicher noch in
psychischer Hinsicht?“ ,,Nein, ich danke tausendmal!“ sagte Hans Castorp und wiire fast
einen Schritt zuriickgewichen.

Eines darf abschlieBend ohne zu zaudern festgestellt werden: Das rechtzeitige Studium dieses

Buches inklusive Bearbeitung der auf der CD angebotenen Ubungen vor der Klausur, bewahrt
vor dem Zauberberg und der Inanspruchnahme é&rztlicher, insbesondere psychiatrischer Hilfe.

Wolfgang H. Miiller und Ferdinand Ferber im Sommer 2003

Vorwort zur 5. Auflage

Wenn dann die Schatten sich senken und all das Verfehlte und Ungeschehene und Ungetane mich dingstet ...

Thomas Mann, Rede an Katja Mann

Seit dem Erscheinen der vierten Auflage unseres Buches sind wieder viele tausend Studierende
durch die Grundlagenveranstaltungen zur Technischen Mechanik gegangen. Dabei haben wir
diverse Tippfehler entdeckt und nun eliminiert.

AuBlerdem, der mangelnden Unterrichtszeit und der Mode sei es geschuldet, wurde in der Neu-
auflage auf die Beschreibung diverser zeichnerischer Verfahren verzichtet und zwar insbeson-
dere auf das Seileck und die MOHRsche Analogie bei der Bestimmung der Biegelinie. Interes-
sierte sowie vehemente Verfechter dieser Methoden haben aber weiterhin die Moglichkeit, sich
hieriiber in den vorangegangenen Auflagen zu informieren.

Wie auch schon zuvor konnen mit grauer Berandung gekennzeichnete Seiten und Passagen
beim ersten Lesen libergangen werden.



Vorwort VIiI

AbschlieBend gilt unser Dank noch allen unseren Assistenten Dr.-Ing. Emek Abali, Gregor
Ganzosch, M.Sc., Sebastian Glane, M.Sc., Dr.-Ing Felix Reich, Wilhelm Rickert, M.Sc. und —
seit Neuestem — Herrn Volker Herzberg vom Carl Hanser Verlag.

Wolfgang H. Miiller und Ferdinand Ferber im Juli 2019
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1 Statik

1.1 Grundbegriffe
111 Zum Kraftbegriff

Die Kraft ist eine sogenannte primitive, d. h. keiner weiteren
Erklarung bediirfende Grofe. Sie ist das Resultat geistiger Abs-
traktion, basierend auf unserer tdglichen Erfahrung, wobei wir
Kréfte nicht direkt beobachten kdnnen, sondern lediglich aus ih-
rer Wirkung auf ihre Existenz schlieen. Man denke hierbei et-
wa an die Verformung einer Feder, an die Dehnung eines Stabes
oder auch an die Muskelspannung, die wir fiihlen, wenn wir
Krifte ausiiben. Mit anderen Worten ,,Kraft® ist der Name fiir
die Ursache beobachteter Wirkungen.

Eine Kraft ist durch drei Eigenschaften bestimmt, durch ihren
Betrag, ihre Richtung und ihren Angriffspunkt.

Der Betrag ist ein MaB fiir die Grofle der wirkenden Kraft. Ein
qualitatives Gefiihl hierfiir vermittelt die unterschiedliche Mus-
kelspannung, die wir empfinden, wenn wir zum Beispiel ver-
schiedene Korper heben. Wir bezeichnen den Betrag der Kraft
mit dem Symbol F (von englisch force). Gemessen werden kann
der Betrag F einer Kraft, indem man ihn mit der Schwerkraft,
etwa mit geeichten Gewichten, vergleicht. Als MaBeinheit fiir
den Betrag der Kraft verwendet man das Newton mit dem
Kurzzeichen N. In der Technik benutzt man gern auch Vielfache
der Einheit, wie beispielsweise das Kilonewton kN, was 1000 N
entspricht.

Dass eine Kraft eine Richtung hat, ist auch intuitiv klar.
SchlieBlich wirkt z. B. das Gewicht eines Kdrpers immer lot-
recht nach unten, und es macht sicher einen Unterschied, mit
welchem Winkel man bei betragsméfig gleich bleibender Kraft
auf einen Korper driickt oder an ihm zieht (siche Abbildung
1.1.1).

AuBlerdem ist der Angriffspunkt der Kraft von Bedeutung, wie
exemplarisch in Abbildung 1.1.1 zu sehen ist: Abhédngig davon,
wo sich der Angriffspunkt 4 der Kraft an der Kiste befindet,
wird, trotz betragsméBig gleich bleibender Kraft, eine unter-
schiedliche Wirkung auf die Kiste erzeugt.

Wir fassen diese intuitiv klaren Aussagen in folgendem Satz zu-
sammen:

Die Kraft ist ein gebundener Vektor.

=

Abb. 1.1.1: Richtung
und Angriffspunkt einer
Kraft.

Statik



1.1 Grundbegriffe

jyi3es

PYTHAGORAS VON SAMOS
(580 — 500 v.u.Z.) war vor-
nehmlich Philosoph und
Mystiker mit einer starken
Neigung zu Mathematik,
Astronomie, Musik, Heil-
kunde, Ringkampf und der
Politik. Durch Letzteres er-
eilt ihn im Jahre 532 vor
Christus das Schicksal eines
politischen Fliichtlings. Er
verlasst Samos, um der dor-
tigen Tyrannei zu entgehen,
und zieht nach Siiditalien.
In Croton griindet er seine
beriihmte  philosophische
und religidse Schule, und er
schart Anhdnger um sich,
die sogenannten Pythagore-
er. Der nach ihm benannte
Satz war tausend Jahre zu-
vor bereits den Babyloniern
bekannt gewesen und diente
diesen praktischen Leuten
zur Feldvermessung. Py-
THAGORAS jedoch war viel-
leicht einer der Ersten, die
sich auch fiir einen Beweis
,.seines* Satzes interessier-
ten. Uber Details seiner ei-
genen  wissenschaftlichen
Arbeiten ist nicht allzu viel
bekannt, denn die pythago-
reische Schule gab sich ers-
tens nach auflen hin ver-
schlossen und zweitens ist
es bei Teams ja ohnehin
nicht immer einfach, den
konkreten Beitrag des Ein-
zelnen auszumachen. Uber-
haupt glaubten die Pytha-
goreer zundchst einmal an
die ,,Kraft der ganzen Zahl*“
und hofften, Naturvorgéinge
durch harmonische Zahlen-
verhéltnisse darstellen zu

Das Adjektiv gebunden bedarf einer ndheren Erkldrung: Einen
freien Vektor kann man im Raum zu sich selbst beliebig parallel
verschieben. Dieses ist bei einem Kraftvektor nicht erlaubt. Die
Kraft ist an ihre Wirkungslinie gebunden und besitzt dariiber
hinaus einen klar zu spezifizierenden Angriffspunkt.

Entsprechend der in der Vektorrechnung iiblichen Symbolik
wollen wir fiir den Kraftvektor das Symbol F verwenden. Der

Betrag der Kraft ist durch das Symbol F (ohne Unterstrich) ge-
kennzeichnet.

In Abbildung 1.1.2 ist ein Kraftvektor F zu sehen, der in einem
Punkt 4 eines Korpers im Raum angreift. AuBerdem ist ein
rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem eingezeich-
net, das durch Einheitsvektoren e , e, und e  aufgespannt
wird. Die Indizes x, y und z kennzeichnen dabei die drei
Raumrichtungen. Man sieht, dass der Kraftvektor gegen die drei
Koordinatenachsen unter den Winkeln o, und y geneigt ist.
Aus rechentechnischen Griinden ist es sehr oft gilinstig, den
Kraftvektor hinsichtlich eines Koordinatensystems darzustellen,
also aufzuspannen. Dazu projiziert man den Kraftvektor F auf
die drei aufeinander senkrecht stehenden Achsenrichtungen und
erhilt so die drei Vektoren F, F'| und F_. Hierfiir kann man

mit den zuvor erwéhnten Einheitsvektoren e , e, und e,
schreiben:
F=F +F +F,=Fe +Fe +Fe =(F,F,F). (111

Abb. 1.1.2: Kraftvektor, im Raum aufgespannt
im kartesischen Dreibein.



1.1.2 Einteilung der Krifte, das Schnitt- und das Wechselwirkungsprinzip

Dabei befolgen wir eine Grundregel der Vektoraddition, wo-
nach gilt, dass Vektoren (hier £, F, und F ) dadurch addiert

werden, dass man bei der Addition das Ende des Vektors an den
Kopf desjenigen Vektors hingt, zu dem er addiert werden soll.
Man nennt die GroBen F,, F, und F, auch die kartesischen
Komponenten des Vektors F . Es ist iiblich, sie in einer Zeile
(Fx F,, F:) (manchmal auch als Spalte geschrieben) zusam-

menzufassen. Merke, dass es sich dabei lediglich um alternative
Schreibweisen ein- und desselben Objekts F handelt. Man be-
achte, dass die Reihenfolge, in der das Ancinanderketten der
Teilvektoren F , F', und F_ erfolgt, beliebig ist und immer
zum gleichen Endresultat fiihrt. Dies entspricht dem Kommuta-
tiv-(=Vertauschbarkeits-) Gesetz der Vektoraddition.

Nach dem Satz des PYTHAGORAS im Raum lésst sich der Betrag
F des Vektors F' wie folgt durch die kartesischen Komponen-
ten ausdriicken:

F=\F}+F}+F} .

SchlieBlich kann man die Richtungswinkel ¢, f und y mit den

(1.1.2)

Komponenten und dem Betrag des Kraftvektors F in Verbin-
dung bringen:

cosla)=—=%, cos(fB)=—, cosly)=—=. 1.1.3
()= cos(B)=—, cosly)="2 (1.1.3)
Beide Gleichungen lassen sich mithilfe der Abbildung 1.1.2 be-
weisen.

1.1.2 Einteilung der Krafte, das Schnitt-

und das Wechselwirkungsprinzip

In der Mechanik ist es iiblich, Krifte nach verschiedenen Ge-
sichtspunkten einzuteilen. Entsprechend haben sich diverse Be-
griffe eingebiirgert, die man kennen sollte, um die einschligige
Literatur zu verstehen, und die im Folgenden erldutert werden
(vgl. auch Abbildung 1.1.3).

Die Einzellast: Hierunter versteht man das idealisierte Konzept
einer punktformig angreifenden Kraft. Man konnte sie dadurch
ndherungsweise erzeugen, dass man den Korper mit einer Na-
delspitze oder iiber einen diinnen Draht belastet.

Die Linienkraft oder Streckenlast: Hierbei handelt es sich um
Krifte, die entlang einer Linie kontinuierlich verteilt sind. Néhe-
rungsweise erzeugen lassen sie sich dadurch, dass man etwa mit

konnen, gleichgiiltig ob es
sich dabei um astronomi-
sche oder musikalische
Probleme handelte. Leider
entdeckten sie bei ihren
Forschungen, dass die Dia-
gonale eines Quadrates
nicht als rationales Vielfa-
ches darstellbar ist, d. h., sie
wurden plotzlich mit dem
Phidnomen der irrationalen
Zahl konfrontiert. Dies gab
bei ihnen und anderen grie-
chischen Mathematikern zu
grolerer Unruhe Anlass,
wie es bei Menschen, die
mit Neuem Kkonfrontiert
werden, auch heute noch
durchaus geschicht. Bemer-
kenswert scheint, dass die
Ideen oder besser gesagt die
Wunschvorstellungen  der
Pythagoreer bis zum Be-
ginn der modernen Natur-
wissenschaften ihre Kraft
behielten. So  versuchte
noch KEPLER in seinem
Werk ,,Harmonices Mundi‘
der Natur zundchst mensch-
liche Harmonievorstellun-
gen zu oktroyieren, ver-
schrieb sich aber schlie8lich
dann doch einer mehr ratio-
nal geprdgten Weltsicht,
wie seine Auswertung ex-
perimenteller Daten Tycho
DE BRAHES bezeugt, was
ihn schlieBlich auf die Be-
wegungsgesetze der Plane-
ten brachte.

Stati



1.1 Grundbegriffe

Linienkraft:

Abb. 1.1.3: Zum Begriff
der Einzellast oder
Linienkraft.

einer diinnen Schneide oder einem Draht gegen einen Korper
driickt.

Die Volumenkraft: Hierunter versteht man Krifte, die iiber das
Volumen eines Korpers angreifen, wie zum Beispiel das Ge-
wicht oder elektromagnetische Krifte.

Die Oberflichenkraft: Diese tritt in der Beriihrungsfliche
zweier Korper auf. Beispiele sind der Wasserdruck auf eine
Staumauer oder der Druck einer Panzerkette auf den Boden.

Eingeprigte Krifte: Diese greifen in vorgegebener Weise an
einem physikalischen System an, wie etwa das Gewicht oder der
Druck einer Nadel auf die Oberflache eines Korpers bzw. eine
Schneelast auf einem Dach usw.

Reaktions- oder Zwangskrifte: Diese entstehen, wenn man ei-
nem durch eingeprigte Kréfte beeinflussten System seine Be-
wegungsfreiheit nimmt. Man denke an einen fallenden Stein, auf
den nur sein eigenes Gewicht wirkt. Halt man den Stein in der
Hand, so ist seine Bewegungsfreiheit eingeschriankt, indem man
durch die Hand eine dem Gewicht entgegengesetzte Reaktions-
bzw. Zwangskraft ausiibt.

Reaktionskrifte lassen sich dadurch sichtbar machen, dass man
den Korper von seinen geometrischen Bindungen 16st, ihn sozu-
sagen freimacht bzw. freischneidet. Diese in der Mechanik
iiberaus wichtige Technik des Freischnitts soll im Folgenden an
einem Beispiel erldutert werden.

Fy By
Abb. 1.1.4: Zum Begriff des Freischnitts.

Betrachte den in Abbildung 1.1.4 dargestellten Balken, der
durch eine eingepriagte Kraft /' belastet ist und auf zwei Stiit-
zen, den sogenannten Auflagern, ruht. Diese sind offensichtlich
Bindungen, die den Balken an der Bewegung hindern, und wir
befreien uns von ihnen, indem wir an ihrer Stelle zwei Reakti-
ons- bzw. Freischnittskrifte, genannt F, = (F o Ay) und

F,=(0,F,), anbringen. Dieses fiihrt auf das Freikorperbild

oder auch kurz den Freischnitt, der rechts in Abbildung 1.1.4 zu
sehen ist.
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AuBere und innere Krifte: Wie der Name sagt, wirkt eine dufe-
re Kraft von auBen auf ein mechanisches System. Sowohl ein-

F F
I
. ‘
F ™~Schnitt g

Abb. 1.1.5: Zum Begriff der inneren Kraft und des Schnittprinzips.

geprégte als auch Reaktionskréfte sind Beispiele dulerer Kréfte.
Innere Krifte erhdlt man durch gedankliches Zerteilen bzw.
Schneiden des Korpers. Dieses ist in Abbildung 1.1.5 erldutert:
Fiihrt man durch den belasteten Korper einen Schnitt, so ist es,
um das Gleichgewicht zu wahren, ndtig, an Stelle der inneren
Bindung durch das Material geeignete, flaichenformig verteilte,
eben innere Schnittkrifte aufzupriagen.

Man beachte, dass die Einteilung in innere und &uBere Krifte
davon abhéngt, welches System untersucht wird. Fassen wir et-
wa den Gesamtkorper in Abbildung 1.1.5 als ein System auf, so
sind die durch den Schnitt freigelegten Krifte innere Kréfte. Be-
trachten wir dagegen die gezeichneten Teilkdrper 1 oder 2 je-
weils als ein System, so sind alle dargestellten Kréfte duBere
Krifte.

Abb. 1.1.6: Zum Wechselwirkungsgesetz, actio = reactio-Prinzip.

Im Zusammenhang mit dem Freischnitt von Kriften bzw. mit
dem Schnittprinzip ist das sogenannte Wechselwirkungsgesetz,
auch actio = reactio-Prinzip, von entscheidender Bedeutung.
Es besagt, dass zu jeder Kraft immer eine gleich grofe, aber
entgegengesetzte Gegen- bzw. Reaktionskraft gehort. Dieses
aus der Erfahrung begriindete Prinzip ist in Abbildung 1.1.6 il-
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Abb. 1.1.7: Zum Wech-
selwirkungsgesetz,
actio = reactio-Prinzip.

lustriert: Der gezeigte Drucklufthammer iibt auf eine Wand eine
Kraft F aus. Eine gleich grofle, aber entgegengesetzte Kraft
wird aber auch von der Wand auf den Hammer ausgeiibt. Beide
Kréfte kann man dadurch sichtbar machen, dass man, wie ge-
zeigt, an der Kontaktstelle freischneidet. Ein anderes Beispiel
fiir das actio=reactio-Prinzip ist in Abbildung 1.1.7 gezeigt:
Aufgrund der Gravitation hat ein Korper auf der Erde ein Ge-
wicht G . Dieses ist die Anzichungskraft, welche die Erde auf
ihn ausiibt. Umgekehrt wirkt auch der Korper mit einer gleich
groBen, aber entgegengerichteten Kraft auf die Erde, beide Kor-
per zichen einander an.

actio = reactio: Die Krifte, die zwei Korper aufeinander ausii-
ben, sind gleich grof3, entgegengesetzt gerichtet und liegen auf
der gleichen Wirkungslinie.

Wir fassen zusammen: Im Folgenden stellen wir uns die Aufga-
be, Reaktions- und Schnittkrifte fiir mechanische Systeme zu
berechnen, um danach die ihnen unterworfenen Kdrper entspre-
chend ihrer Materialfestigkeit korrekt dimensionieren zu kon-
nen.

1.2 Krafte in einem Angriffspunkt

1.2.1 Zusammensetzen von Kraften

Betrachte Abbildung 1.2.1. Zwei Kraftvektoren, genannt F,
und F,, greifen in einem Punkt 4 eines Korpers an. Die Erfah-
rung zeigt, dass diese Krifte durch einen einzigen Kraftvektor
R, die sogenannte Resultierende, ersetzt werden konnen. Die-
selbe ermittelt man dadurch, dass man, wie in Abbildung 1.2.1
zu sehen, die Kréfte zu einem Parallelogramm ergénzt. Die Dia-
gonale des Parallelogramms ist dann die erwdhnte Ersatzkraft
R . Alternativ zur Parallelogrammkonstruktion ist die Vekto-
raddition der Krifte F| und F, zu sehen. Diese ist rechts in
Abbildung 1.2.1 dargestellt. Wie zuvor erwéhnt, gilt die Grund-
regel, Vektoren bei der Addition aneinanderzuketten, indem
man den Full des einen Vektors an den Kopf des anderen héngt.
Dabei ist es gleichgiiltig, welche Reihenfolge man wihlt. Auch
das ist aus Abbildung 1.2.1 ersichtlich.



1.2.1 Zusammensetzen von Kriften

A
Abb. 1.2.1: Zum Begriff der resultierenden Kraft.

Wir verallgemeinern unser Ergebnis auf die Vektorsumme von
n Stiick Kraftvektoren, die alle in einem gemeinsamen Punkt
angreifen: Abbildung 1.2.2. Thre Resultierende erhélt man durch
Vektoraddition gemaf3 der Gleichung:

R=F +F,+.+F, =Y F,. (1.2.1)
i=1

Wieder gilt die Grundregel, dass die Addition dadurch vorzu-

nehmen ist, dass man die Vektoren F, in beliebiger Reihenfol-

ge, Pfeilende auf Pfeilspitze folgend, aneinanderkettet.

Nun langt es im Allgemeinen nicht, diese Regel zu kennen, ohne
sie zahlenmaBig auszuwerten. Man will eben exakt wissen, wie
lang die Resultierende ist und in welchem Winkel sie am Punkt
A angreift. Um dieses herauszubekommen, kdnnen verschiede-
ne Verfahren angewendet werden, die rechnerischer oder
zeichnerischer Natur sind.

a) Zeichnerische Losung

Wir wollen diese Verfahren anhand von zwei Beispielen néher
kennenlernen. Betrachte dazu zunichst Abbildung 1.2.3:

Abb. 1.2.2: Zur Krifte-

summe.

Systemplan Lageplan Krifteplan

Abb. 1.2.3: Zum Begriff des Krdfte- und Lageplans.

An einem Punkt A4 eines Korpers (etwa der Spitze einer Fah-
nenstange) wirken vier Krifte F =12kN, F, =8kN,

Statik
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Isaac NEWTON (1642 -
1727) war unzweifelhaft ei-
nes der grofiten naturwis-
senschaftlichen Genies. Um
seine  Entdeckungen zu
wiirdigen, ist kein Superla-
tiv zu gewagt, und sein
soeben zitiertes Prinzip ac-
tio = reactio ist in der Tat
nur ein Stein in dem unend-
lich groBen Ozean der
Wabhrheit, der vor ihm lag
und den er entdeckte, um
seine eigenen Worte zu pa-
raphrasieren. Auch seine
menschlichen  Qualititen
geniigen Superlativen, al-
lerdings wohl eher im nega-
tiven Sinne. Dem Internet
entnehmen wir: ,,NEWTON
was rigorously puritanical:
When one of his few
friends told him “a loose
story about a nun,” he end-
ed their friendship. He is
not known to have ever had
a romantic relationship of
any kind, and is believed to
have died a virgin. Fur-
thermore, he had no interest
in literature or the arts,
dismissing a famous collec-
tion of sculpture as “stone
dolls.” In short, NEWTON
was a mathematical mystic,
convinced that he shared a
privileged relationship with
God, and obsessively de-
voted to finding how He
had constructed the uni-
verse. He thought of him-
self as the sole inventor of
the calculus, and hence the

F, =18kN und F, =4kN unter vorgegebenen Richtungen zur
Horizontalen, gekennzeichnet durch die vier Winkel o, =45°,
a, =100°, o, =205° und «,=280°. Wir wollen die GroBe

und die Richtung der Resultierenden zeichnerisch bestimmen.
Dazu zeichnen wir uns zunéchst, wie in der Abbildung darge-
stellt, den sogenannten Lageplan, in dem die Wirkungslinien
fi,i=1,---,4 der vier Krifte eingetragen werden. Diese sind

fiir die Auswertung im sogenannten Kréfteplan wichtig (siehe
unten in Abbildung 1.2.3). Fiir den Kréfteplan wahlen wir zu-
néchst einen Maf3stab und fiigen dann alle Krafte unter Beriick-
sichtigung der Additionsregel mafstdblich aneinander. Dabei
iibertragen wir mit dem Geodreieck die jeweiligen Krafirichtun-
gen durch Parallelverschiebung aus dem Lageplan. Wir lesen
dann im Rahmen der Zeichengenauigkeit als Ergebnis fiir den
Betrag und die Richtung der Resultierenden ab:
R=10,0kN, o, =147. (1.2.2)
b) Rechnerische Losung mit Winkelfunktionen

Betrachte nun die Situation in Abbildung 1.2.4.

Abb. 1.2.4: Resultierende zweier Krdfte.

An einem Korper greifen in einem Punkt 4 zwei Kréfte £/, und
F, an. Der Winkel zwischen ihren Wirkungslinien sei « . Wir
addieren beide Krifte gemdB der Grundregel der Vektoradditi-
on, konstruieren also eine Hélfte des Kréfteparallelogramms, so
wie in der Abbildung rechts gezeigt. Bekannt sind die Seiten-
lingen F, und F, sowie der Winkel ¢ . Damit konnen wir den
Kosinussatz verwenden, um die Lange der Resultierenden R zu
berechnen:

R=\F+F} —2FF,cos(180° - a) =

(1.2.3)
\/Flz + F} + 2FF,cos(a).
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Um den Winkel S zu bestimmen, der die Richtung der Wir-

kungslinie von R bestimmt, verwenden wir vorzugsweise den
Sinussatz:

sin(f)

_sinlB) _H
sin(180°-a) R’

(1.2.4)

Indem wir hierin die Gleichung (1.2.3) fiir R einsetzen und au-
Berdem beachten, dass gilt:

sin(180° — ) = sin(a), (1.2.5)
folgt fiir den Winkel £:
7 s
A =sin"" sin(a) (1.2.6)
JF? +F} +2F,F, cos(a)
1.2.2 Zerlegen von Kraften in der Ebene:

Komponentendarstellung

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, wie man mithilfe des Si-
nus- bzw. des Kosinussatzes die Richtung und den Betrag der
Resultierenden zweier Krifte bzw. durch konsequente Fortset-
zung auch mehrerer Kréfte berechnen kann. Eine &uflerst wirk-
same Alternative zu diesem Berechnungsschema ist die Berech-
nung mithilfe von Kraftkomponenten in rechtwinklig-
kartesischen Koordinaten. Wir wollen diese Alternative zu-
néchst fiir den Fall von Kraftsystemen kennenlernen, die in der
Ebene angreifen, und werden die resultierenden Gleichungen
danach auf den Fall dreier Dimensionen verallgemeinern.

Betrachte den in Abbildung 1.2.5 gezeigten Kraftvektor £ und
seine Zerlegung in Komponenten £, und F, durch Projektion

auf die x- bzw. y-Achse eines rechtwinklig-kartesischen Ko-

ordinatensystems. Analog zum Abschnitt 1.1 ldsst sich schrei-
ben:

F=F +F, =Fe +Fe,. (12.7)

Die nachstehenden Gleichungen folgen aus einfachen trigono-
metrischen Uberlegungen:

F.=Fcos(a), F, = Fsin(a), F=.F? +F}

F (1.2.8)

greatest mathematician
since the ancients, and left
behind a huge corpus of
unpublished work, mostly
alchemy and biblical exege-
sis, that he believed future
generations would appreci-
ate more than his own.* Be-
sonders beriichtigt ist sein
Prioritétsstreit mit LEIBNIZ,
die Entdeckung der Diffe-
renzial- und Integralrech-
nung betreffend, worauf
auch das Zitat anspielt. So
wurde LEIBNIZ von der Ro-
yal Society aufgefordert,
seine Anspriiche vorzutra-
gen und zu begriinden, aber
NEWTON (als wichtigstes
Mitglied und Prédsident)
sorgte dafiir, dass die Kar-
ten ,,richtig® gemischt wur-
den, indem er das Untersu-
chungskomitee mit seinen
Anhingern besetzte und zur
Sicherheit den Endbericht
selber schrieb. Angeblich
sei es sein schonster Tag
gewesen zu sehen, wie
LEBNIZ seelisch zerbrach,
was zeigt, dass man auch
ohne ,romantic relation-
ships*“ seinen Spal} haben
kann. In diesem Sinne stand
er auch dem Geld nicht
feindlich gegeniiber, denn
er wurde in seinen spateren
Jahren Warden and Master
of the Mint, eine recht luk-
rative Stellung neben seiner
Position als Cambridge Pro-
fessor. Von jeder gepragten
Miinze erhielt er ndmlich
seinen Anteil, was sich in
einem Jahr zu 1000 Pfund
akkumulierte. NEWTON
starb als reicher, allerdings
dem Bericht nach geiziger
Mann. Abschliefend sei
bemerkt, dass NEWTONS
Charakter auch fiir den
Psychoanalytiker von Inter-
esse sein konnte, denn wir

Stati
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lesen im Internet: ,,Frank E.
MANUEL, in his bold por-
trait of Isaac NEWTON
(1963), suggests that NEW-
TONS ferocity in his argu-
ments with HOOKE, FLAM-
STEED, and LEIBNIZ, is the
result of the deprivation of
his mother when she mar-
ried Barnabas SMITH and
moved away from him for
seven years. Having lost his
mother for a time, MANUEL
speculates that NEWTON
ever afterward fought hard
to keep what he thought
was his, especially all the
fruits of his genius. WEST-
FALL argues more cautious-
ly that no empirical evi-
dence can confirm or dis-
prove such an “analysis.”
(Never at Rest, p. 53.).

Abb. 1.2.5: Zerlegung
einer Kraft in ihre
rechtwinklig-
kartesischen Kompo-
nenten.

Ist die Resultierende R einer Gruppe von Kriften zu ermitteln,
so bedient man sich praktischerweise an Stelle der Vektoradditi-
on aus dem letzten Abschnitt der Addition der Kraftkomponen-
ten.

Wir machen uns dies am Beispiel von zwei Kréften in der durch
sie gebildeten Ebene klar. Betrachte dazu Abbildung 1.2.6 und
wende Gleichung (1.2.7) auf die Resultierende sowie auf jede
der beiden Krifte an:

R=Re +Re =F +F,=
Fe+F e +F e +F e

Ix=x ly=y 2x=x 2y=y

(1.2.9)

Dabei wurden die Komponenten der Krifte £/, und F', zusitz-
lich zu den Indizes x und y mit den Indizes 1 und 2 versehen,

um anzudeuten, von welcher Kraft sie herrithren. Einfaches Um-
stellen in der letzten Beziehung bringt:

Re +Re =(F, +F,)e +(F, +F,)e,. (1.2.10)
Durch Koeffizientenvergleich finden wir:
2 2
R =F +F,=YF , R = F,=YF,. (1.2.11)
i i=1

In Worten: Um die Komponenten der Resultierenden zu erhal-
ten, hat man die jeweiligen Komponenten der beteiligten Kraft-
vektoren zu summieren. Im Ubrigen notieren wir fiir den Betrag
und die Richtung der Resultierenden gemidBl der Gleichung
(1.2.8):

e PAREOE

(1.2.12)

Fir n Stick Krifte, die an einem gemeinsamen Punkt angrei-
fen, ldsst sich die Resultierende durch Verallgemeinerung der
obigen Formeln wie folgt bestimmen. Man lésst den Index i
einfach von 1 bis n laufen:

R, Zw Zw

(1.2.13)
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(1.2.14)

Auf Krifte, die im Raum an einem gemeinsamen Punkt angrei-
fen, lassen sich diese Gleichungen wie folgt verallgemeinern.
Man muss in Bezug auf die dritte Raumrichtung, also die z-
Komponente, ergéinzen und erhilt:

R Z ix 2 )’:Z Z iz 2 (1-2~15)
i=1
(1.2.16)

Als Beispiel betrachten wir erneut das in Abbildung 1.2.3 ge-
zeigte ebene Kriftesystem. Mit den zuvor eingefiihrten Be-
zeichnungen ldsst sich die Gleichung (1.2.13) wie folgt auswer-
ten:

F =F +F, +F_+F,
i (1.2.17)
K cos(a1)+ F, cos(a2)+ F, cos(a3)+ F, cos(a4)=
=12kNcos (45°)+8 kN cos (100°)
+18 kN cos (205°)+4 kN cos (270°) = —9,22 kN ,

Mb

R

x

4
R,=YF, =F, -
y Zl y SRR (1.2.18)

)+F sm(a2)+F sm(a3)+F sm(a4)
12 kN sin(45°)+8 kNsin(100°)+
18 kN'sin(205°)+ 4 kNsin(270°) = 4,76 kN.

Mit Gleichung (1.2.14) berechnen wir nun den Betrag und die
Richtung der Resultierenden:

R=\[R*+R? =/9.22° +4,76 KN=10,4kN,
(1.2.19)

R
tan(a, )= R—}’ =- g’;g =-052 = a,=1525°

X

Abb. 1.2.6: Zur kompo-
nentenmdfsigen Addition
von Kriften.

Gleichgewicht

— 1

ié

kein Gleichgewicht

r
™=

Abb. 1.2.7: Zum Begriff
des Gleichgewichts.

Statik
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Die bei Studenten unbelieb-
te Technik des Freischnitts
von Kriften ist dem Gelehr-
ten Leonard EULER (1707
— 1783) zu verdanken.
Uberhaupt trug EULER un-
endlich viel zu den Konzep-
ten der Analysis und der
klassischen Mechanik bei.
Sein Vater wollte ihn ei-
gentlich in  klerikalen
Diensten sehen, die rationa-
len Wissenschaften schie-
nen EULER jedoch mehr zu
interessieren. So geht er
zwar als Student nach Ba-
sel, wechselt aber von The-
ologie alsbald zu Mathema-
tik, um bei seinem (eben-
falls beriihmten) Lehrmeis-
ter Johann BERNOULLI Ma-
thematik zu studieren. Es
dauert jedoch nicht lange,
und er iberfliigelt seinen
Lehrer. 1727 geht er nach
St. Petersburg, um an der
von der beriichtigten KA-
THARINA der Groflen neu
gegriindeten Akademie der
Wissenschaften als Profes-
sor fiir Physik zu wirken. In
Russland dient er auch als
Schiffsarzt bei der Marine.
1733 entschlieft er sich zur
Heirat. Er wird dreizehnmal
Vater, aber nur fiinf seiner
Kinder iiberleben bis zum
Erwachsenenalter. 1741
wechselt er auf Einladung
FRIEDRICHS des Groflen zur

und das stimmt mit dem zuvor zeichnerisch gefundenen Ergeb-
nis gut iiberein.

Allerdings muss man der Vollstdndigkeit halber hinzufiigen,
dass aufgrund der Doppeldeutigkeit des Tangens in Gleichung
(1.2.19) zwar die Winkelstellung der Kraft, nicht jedoch ihre
Pfeilrichtung identifiziert werden kann.

1.2.3 Gleichgewicht von Kraften in einem

Angriffspunkt

Wir stellen uns als Néchstes die Frage, unter welchen Umstén-
den ein Korper im Gleichgewicht ist.

Aus der Erfahrung wissen wir, dass ein urspriinglich ruhender
Koérper in Ruhe bleibt, wenn wir an ihm zwei entgegengesetzt
gleich groBe Kréfte anbringen: Abbildung 1.2.7.

Wir sagen, dass zwei Krifte im Gleichgewicht miteinander sind,
wenn sie auf derselben Wirkungslinie liegen und entgegenge-
setzt gleich grof sind.

Mathematisch gesprochen bedeutet dies, dass die Vektorsumme
der beiden Krifte, also die Resultierende, null sein muss:

R=F +F,=0. (1.2.20)

Aus den vorangegangenen Abschnitten ist bekannt, dass ein
zentrales Kriftesystem (das ist ein System von Kréften, die ei-
nen gemeinsamen Angriffspunkt haben), sich eindeutig zu einer
Resultierenden R zusammensetzen ldsst: Gleichung (1.2.1).
Damit ldsst sich die Gleichgewichtsbedingung (1.2.20) sofort
auf beliebig viele Krifte iibertragen. Wir sagen insbesondere,
dass eine zentrale Kréftegruppe im Gleichgewicht ist, wenn ihre
Vektorsumme, also die Resultierende R, verschwindet:
R=) F,=0.

i=1

(1.2.21)

Um diese Gleichung geometrisch, d. h. zeichnerisch, zu inter-
pretieren, sei an die Grundregel der Kréftevektoraddition erin-
nert: Damit eine Kriftegruppe im Gleichgewicht steht, muss das
durch Vektoraddition entstehende Kréfteeck geschlossen sein.
Ein Beispiel fiir ein solches Krifteeck, also eine Gleichge-
wichtsgruppe von Kréften, ist in Abbildung 1.2.8 zu sehen.
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Abb.1.2.8: Ein geschlossenes Krdfteeck.

Alternativ zur Vektorform (1.2.21) ldsst sich die Gleichge-
wichtsbedingung auch komponentenweise schreiben. Man erhélt
bei n Stiick Kriften in der Ebene durch Kombination von Glei-
chung (1.2.13) und Gleichung (1.2.20):

R =D F,=0,R =) F,=0 (12.22)
i=1 i=1

und bei n Stiick Kriften im Raum:

R =) F,=0,R =Y F, =0, R =>F =0. (1.223)
i=1 i=1 i=1

Im Folgenden werden wir hauptsédchlich ebene Probleme 16sen.
Hierfiir notieren wir die folgende schreibokonomische Kurzform
der Gleichungen (1.2.22):

SF.=0, 3F,=0.

Wir sagen:

(1.2.24)

Um Gleichgewicht in der Ebene zu erzielen, ist es notwendig,
dass die Summen der Komponenten aller beteiligten Kréfte in
x— und y— Richtung verschwinden.

Man beachte: Aus den beiden Gleichgewichtsbedingungen
(1.2.24) lassen sich hochstens zwei Unbekannte, z. B. zwei Un-
bekannte in einer ebenen zentralen Kraftegruppe, ermitteln. In
einem solchen Fall sprechen wir von einer statisch bestimmten
ebenen zentralen Kréftegruppe, und diese ist ein Spezialfall ei-
nes statisch bestimmten mechanischen Systems. Treten bei ei-
ner ebenen zentralen Kriaftegruppe mehr als zwei Unbekannte
auf, so ist das Problem statisch unbestimmt und kann mit den
genannten Gleichgewichtsbedingungen allein nicht gelost wer-
den.

Einige Beispiele sollen die Gleichgewichtsbedingungen zentra-
ler Kréftegruppen einiiben.

Berliner Akademie, wo er
die nachsten 25 Jahre
bleibt. Sein Verhéltnis zu
FRIEDRICH  verschlechtert
sich im Laufe der Zeit je-
doch, und so kehrt er 1766
nach St. Petersburg zuriick.
Bemerkenswert ist, dass
EULER Zeit seines Lebens
trotz seiner starken Sehbe-
hinderung (er verlor sein
rechtes Augenlicht im Alter
von 31 Jahren und erblinde-
te kurz nach seiner Riick-
kehr nach St. Petersburg
aufgrund einer nicht ge-
gliickten ~ Augenoperation
wegen grauen Stars voll-
standig)  wissenschaftlich
enorm kreativ und produk-
tiv blieb. In der Tat war die
Petersburger Akademie
noch flinfzig Jahre nach
seinem Tod damit beschaf-
tigt, bisher Unver6ffentlich-
tes seiner Werke herauszu-
bringen, so dass seine
,,Opera Omnia“ schlieBlich
866 Biicher und Schriften
umfassten.

Stati
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System I (freigeschnittene Walze)

y

System II (Ebene mit Normalkraft)

IQ

Krifteplan

X

1.24 Zentrale Kraftegruppe im Gleich-
gewicht: Haltekraft auf schiefer Ebene

Losung im kartesischen Koordinatensystem
Betrachte die in Abbildung 1.2.9 dargestellte Situation: Eine

F Walze vom Gewicht G =2 kN wird unter dem Winkel g =30°

auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel o« =45° ge-
halten. Wir wollen annehmen, dass an der Kontaktstelle zwi-

™ ¥ schen der Walze und der schiefen Ebene keine Reibung aufiritt.
Gesucht ist der Betrag der Haltekraft F.

,,,,,

== BT T 1R = e ) 0 A B

Abb. 1.2.9: Haltekraft auf schiefer Ebene.

Um ihn zu finden, wird das System, wie links in der Abbildung
(System 1) gezeigt, freigeschnitten. Dazu ist es notig, eine eben-
falls unbekannte Normalkraft F, einzufiihren, die die schiefe

Ebene hinsichtlich ihrer tragenden Wirkung ersetzt. Diese neue
Unbekannte steht senkrecht auf der schiefen Ebene. Wir beach-
ten das in der Abbildung eingezeichnete Koordinatensystem und

* notieren als Gleichgewichtsbedingungen aller in der freige-

schnittenen Scheibe I auftretenden Krifte:
ZFX =0 = Fcos(B)-F, sin(a)=0,

1.2.2
YF, =0 = -G+Fsin(B)+F, cos(ar)=0. (1229

Die Vorzeichen der einzelnen in den Gleichungen auftretenden
Grofen richten sich nach dem gewédhlten Koordinatensystem: In
Achsenrichtung weisende Komponenten werden positiv, entge-
gen der Achsenrichtung weisende Komponenten werden negativ
gezihlt. Das Gleichungssystem (1.2.25) erlaubt es, die beiden
Unbekannten F und F),, zu ermitteln. Durch Auflosen entsteht:
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_ Gsin(a) ~
= sin(8)sin(a )+ cos(B)cos(a) LA6 kN, (1.2.26)
G coslf) =1,79kN. (1.2.27)

B SnlA)sin(a)cos(B)eosta)

Das Beispiel soll auflerdem zeigen, dass es sich empfiehlt, mit
dem Einsetzen von Zahlenwerten bis zum Schluss zu warten,
um mogliche Fehler bei den diversen Umformungen im Nach-
hinein noch erkennen zu kénnen.

Vektorielle Berechnung der Haltekraft

Betrachte den in Abbildung 1.2.9 (oben) dargestellten Frei-
schnitt, d. h. insbesondere das System I. Wir ergénzen bei vor-
gegebenem Gewicht G und vorgegebenen Richtungen o und
S die unbekannten Kréfte Fund £, derart, dass sich das Kraf-
tepolygon schliefit, also Gleichgewicht vorhanden ist. Nun be-
rechnen wir die Betrdge der Unbekannten, also /* und F), aus

geometrischen Uberlegungen mithilfe des Sinussatzes. Der
Skizze in Abbildung 1.2.10 entnimmt man, dass:

G F F,

sin[90°—(a— A)] _sin(@) sin(90°— 3) (1.2.28)
und somit:
po Ooila) -y Geoslp) (1.2.29)

cos(@—p)" " - cos(a— )

Dass diese Gleichungen dquivalent zu den Formeln aus (1.2.26)
sind, sieht man dadurch, dass man den Nenner mithilfe der Ad-
ditionstheoreme trigonometrischer Funktionen umformt.

Es sei nochmals betont, dass man die Unbekannten F und F),

nicht notwendigerweise aus den Gleichgewichtsbeziehungen in
Komponentenschreibweise berechnen muss. Zu dieser Methode
gleichwertig ist die vektorielle Addition, wie die obere Aufgabe
lehrt.

1.2.5 Zentrale Kraftegruppe im Gleich-
gewicht: Verkettete Pendelstabe

Lésung im kartesischen Koordinatensystem

Betrachte die in der Abbildung 1.2.11 dargestellte Situation
zweier miteinander verketteter Pendelstdbe, die unter den Win-

Abb. 1.2.10: Kriftepo-
lygon.

Statik
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1.2 Kréfte in einem Angriffspunkt
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(180°—— )

keln @ und g mit dem Boden befestigt sind. Sie werden am
gemeinsamen Knotenpunkt & mit der Kraft F belastet. Gesucht
sind die Reaktionskrifte in den beiden Stdben, genannt S, und
S,

Wie in der Abbildung 1.2.11 links gezeigt, wird der Knoten-

punkt zuallererst freigeschnitten. Dabei kommen die beiden Re-
aktionskréifte S, und S, iiberhaupt erst zum Vorschein. Merke,

dass sie ldngs der Pendelstabachsen weisen. Thre Richtung wur-
de dabei jedoch nach Gefiihl eingetragen.

Abb. 1.2.11: Zwei verkettete Pendelstdibe.

Beim linken Stab erwarten wir ndmlich, dass es sich um einen
Zugstab, beim rechten, dass es sich um einen Druckstab handelt.
Ein solches Gefiihl kann bisweilen tduschen, insbesondere dann,
wenn es sich um kompliziertere Kraftsysteme (z. B. bei Fach-
werken) handelt. Die nachfolgende Rechnung mithilfe der
Gleichgewichtsbedingungen (1.2.24) wiirde bei Wahl der fal-
schen Richtungen allerdings ein negatives Vorzeichen fiir S,

bzw. §, liefern, was uns letztendlich auf die falsche Annahme

aufmerksam macht. Beachte jedoch, wihrend der Auswertung
ein solches negatives Vorzeichen nicht zu dndern. Erst nach
Bestimmung aller Unbekannten darf dies geschehen und der
Freischnitt muss neu gezeichnet werden (Umkehrung der Pfeil-
spitzen sich negativ ergebender Kriftebetriige). Andert man
Vorzeichen wihrend der Auswertung der Gleichgewichtsbezie-
hungen, so ergibt sich ein falsches Endergebnis, und man muss
die Rechnung verwerfen.

Merke auBlerdem: Bestimmt man die unbekannten Stabkréfte S,

und §, iber die Methode der Vektoraddition und wihlt dabei

den falschen Richtungssinn, so wird es nicht gelingen, das resul-
tierende Krafteck zu schlieBen, was dann zum erneuten Nach-
denken tiber den Richtungssinn Anlass geben muss.

Wenden wir nun die Gleichgewichtsbedingungen (1.2.24) auf
unser Problem an, so entsteht:
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Zszo = F-S, cos(a)-8, cos(8)=0, 1230
Y F =0 = -Ssin(a)+S,sin(f)=0. (1230

Dieses sind wieder zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte, und
man findet durch Auflosen:

F s, S

sin[180°—(a+ B)] ~ sin(@) _ sin(p) (1.2.31)
und somit:
_ Fsin(ﬂ)
5= sin()cos(a )+ cos()sin(er) =
- (1.2.32)
Fsm(a)

S, =

sin(/3)cos(ar )+ cos(/3)sin(ar)

Alternativ lésst sich auch hier wieder die Vektoraddition benut-
zen, um das Ergebnis herzuleiten.

Stabkréfte vektoriell berechnet

Betrachte den in Abbildung 1.2.11 dargestellten Freischnitt. Nun
erginzen wir bei vorgegebener Kraft F' und vorgegebenen Rich-
tungen o und [ die unbekannten Krifte S, und S, derart,

dass sich das Kriftepolygon schlie8t, also Gleichgewicht vor-
handen ist.
Die Betrige der Unbekannten, also S, und S,, kdnnen aus ge-

ometrischen Uberlegungen mit Hilfe des Sinussatzes berechnet
werden:

g - Fsin(p) _ Fsin(a)
' osin(a+p)” 7 sin(a+p)’
Diese Gleichungen sind dquivalent zu den Formeln aus (1.2.31),

wenn man nur die Additionstheoreme trigonometrischer Funkti-
onen beachtet.

(1.2.33)

Nimm zur Ubung nun eine falsche Richtung fiir eine der beiden
Stabkrifte an, wiederhole die Argumente dieses Abschnitts und
zeige, dass sich bei Wahl des Komponentenverfahrens ein nega-
tives Vorzeichen fiir den Betrag der falsch gerichteten Stabkraft
ergibt bzw. sich im Fall der Vektoraddition das Krafteck nicht
schlieen lasst!

Simon STEVIN (1548 —
1620) war holldndischer
Mathematiker und Ingeni-
eur. Ihm verdanken wir un-
ter anderem das Parallelo-
gramm der Krifte, das er in
seinem Buch ,,.De Beghin-
selen der Weeghconst®
1586 beschreibt, und An-
wendungen zum Prinzip der
virtuellen Arbeit (Flaschen-
zug). Im Anfang war STE-
VIN als Buchhalter und
Steuergehilfe in Antwerpen
bzw. Briigge titig. Dies
schien ihn auf Dauer nicht
zu befriedigen, denn er be-
gann mit 35 Jahren an der
Universitdt in Leiden zu
studieren. Seine neu erwor-
benen naturwissenschaftli-
chen Kenntnisse nutzte er
danach als Quartiermeister
der hollandischen Armee,
und er fand einen Weg, das
von einer heranriickenden
Invasionsarmee  teilweise
okkupierte Holland durch
gezieltes Offnen von Dei-
chen unter Wasser zu set-
zen und damit langfristig zu
befreien. Auch beriet er den
Prinzen Maurice VON NAS-
SAU in Bezug auf Festungs-
bauten im Krieg gegen
Spanien.

Stati
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Abb. 1.2.12: Raumliche
Aufhdngung eines Sand-
sacks.

1.2.6 Zentrale Kraftegruppe im Raum und
Vergleich mit zwei Dimensionen

Im Abschnitt 1.1.1 wurde bereits gezeigt, wie sich eine Kraft F

im Raum mithilfe eines dreidimensionalen rechtwinklig-
kartesischen Koordinatensystems in ihre drei kartesischen Kom-
ponenten F,, F, und F, zerlegen ldsst. Es galt:

F=Fe +Fe +Fe.. (1.2.34)

Diese Zerlegung erfolgt in vollkommener Analogie zum Zwei-
dimensionalen, also zur Gleichung (1.2.7), wonach galt:

F=Fe +Fe,. (1.2.35)

Den Betrag F eines rdumlichen Kraftvektors ermittelt man ge-
méfl dem Lehrsatz von PYTHAGORAS in drei Dimensionen aus
den kartesischen Komponenten wie folgt:

F=\F+F+F. (1.2.36)

Auch diese Formel hat ein zweidimensionales Analogon, das in
Gleichung (1.2.8) zu sehen ist:

F=\F+F. (1.2.37)

Die Winkel «, # und y, die ein rdumlicher Kraftvektor, z. B.
F =(Fx,Fy,Fz)s§3 aus Abbildung 1.1.2, mit den Achsen x, y
und z des kartesischen Dreibeins im Punkt A bildet, lassen sich
bei Kenntnis der kartesischen Komponenten F_, F, und F,

¥

sowie der Ldnge F' =S, des Kraftvektors berechnen:

b
l’

cos(y)= % E? (1.2.38)

F
cos(ﬁ):%z%, cos(a):?"z
mit /=+a’ +b*+c” . Also ist S;=5;(%,%,%). Wir werden das

weiter unten verwenden. Die analoge Berechnung in zwei Di-
mensionen lautet nach Gleichung (1.2.8):

F
cos(a)z%, cos(90°—a)ssin(a):Fy. (1.2.39)

Hier benotigt man ndmlich nur einen Winkel, nimlich o, um
die Lage eines Kraftvektors F' zu kennzeichnen (siche Abbil-
dung 1.2.5).

Offensichtlich erhédlt man beim Quadrieren und anschlieBenden
Addieren aller drei in Gleichung (1.2.38) gezeigten Terme die
folgende Beziehung:
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cos’(a)+cos?(B)+cos’(y)=1.

Auch diese Gleichung hat ihr Analogon in zwei Dimensionen,
wie man durch Quadrieren und Addieren der beiden Terme in
(1.2.39) sieht:

(1.2.40)

cos?(ar)+sin*(a)=1. (1.2.41)

Im Abschnitt 1.2.2 haben wir bereits raumliche zentrale Kréfte-
gruppen bestehend aus #n-Stiick Kriften F,, F, , ..., F, be-
trachtet und in Gleichung (1.2.15) gesehen, dass sich die kartesi-
schen Komponenten der Resultierenden R dieser Krifte durch
Summation tiber ihre (x,y,z)-Komponenten ermitteln lassen:

Gleichungen (1.2.15), die hier der Vollstdndigkeit halber noch-
mals wiederholt seien.

Rx = iEx ’ R_,V = iE)’ ’ RZ = iFZZ ’
i=1 i=1 =1

Die entsprechenden Gleichungen fiir zwei Dimensionen erhélt
man, wenn man die dritte Beziehung einfach ignoriert.

(1.2.42)

SchlieBlich: Ein rdumliches zentrales Kréftesystem ist im
Gleichgewicht, wenn die Resultierende aller daran beteiligten
Krifte verschwindet. Das bedeutet zeichnerisch, dass sich das
rdumliche Krifteeck schlieBen muss, und rechnerisch, dass jede
der drei kartesischen Komponenten der Resultierenden ver-
schwindet:

n

R{(:iF}x:O, Ry :iE),ZO, R, :ZEZ =0.
i=1 i=1

i=1

(1.2.43)

Wieder erhdlt man die entsprechenden Gleichungen in zwei Di-
mensionen dadurch, dass man die dritte Beziehung einfach igno-
riert.

Kurz schreiben wir hierfiir auch gerne:

SF.=0, T =0, TF =0,

Ein Beispiel soll diesen Abschnitt iiber zentrale Kriaftegruppen
im Raum beschlieBen. Wir greifen die oben begonnene Argu-
mentation wieder auf und betrachten erneut die in Abbildung
1.2.12 gezeigte raumliche Aufhdngung. Gesucht sind die im Seil
und in den beiden Pendelstdben 1 und 2 herrschenden Krifte,
die aus dem angebrachten Gewicht G resultieren. Zunéchst ent-
nimmt man der Geometrie, dass sich die gezeichneten Winkel
f und y wie folgt mit den Langenmaflen a, » und ¢ in Ver-

bindung setzen lassen:

(1.2.44)

Der Franzose René
DESCARTES (auch CARTE-
SIUS genannt, 1596 — 1650)
wurde in La Haye geboren
und von seinem achten Le-
bensjahr an an der Jesuiten-
schule La Fléche in Anjou
ausgebildet. Hier studierte
er die damaligen Klassiker
und beschéftigte sich insbe-
sondere mit Logik, ARIS-
TOTELischer  Philosophie
und Mathematik. Es wird
berichtet, dass sein Ge-
sundheitszustand nicht allzu
gut war und ihm deshalb er-
laubt wurde, bis elf Uhr
vormittags im Bett zu blei-
ben, eine Gewohnheit, die
er bis zu seinem Tode bei-
behielt. Er studierte schlie-
lich die Rechte an der Uni-
versitdt in Poitiers und
schloss sich nach seinem
Abschluss 1616 der Mili-
tarakademie in Breda an.
1618 beginnt er sich wieder
intensiver mit Mathematik
und Mechanik zu beschafti-
gen, und zwar unter Anlei-
tung des Hollanders Isaac
BEECKMAN. Der Aufenthalt
in Holland wahrt zwei Jahre
und danach reist DESCAR-
TES nach Art des jungen
Gentleman durch Europa,
schlieit sich zeitweise so-
gar der Bayerischen Armee
an (1619), um 1628 fiir die
néchsten zwanzig Jahre
nach Holland zuriickzukeh-
ren. Hier verfasst er wichti-
ge wissenschaftliche Arbei-
ten, insbesondere iiber opti-
sche und meteorologische

Stati
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Fragestellungen, als ihn die
Nachricht von GALILEIS
Problemen mit der katholi-
schen Kirche und dem da-
mit verbundenen Hausarrest
erreicht, was ihn zogern
ldsst, intensiv vor seinem
eigenen — vorzugsweise na-
tiirlichen — Tod zu publizie-
ren. Einen solchen Vor-
wand, nicht zu veroffentli-
chen, kann der heutige Wis-
senschaftler nurmehr selten
geltend machen.

b a
cos( )=~ cos(p) = .
a’+b*+c? Va? +b* + 2

(1.2.45)
C

cos(}/)=7.
Va? +b% +c?

Um die GroBe dieser Kriafte zu berechnen, schneiden wir um
den Punkt A4 frei, wie in der Abbildung gezeigt. Indem wir die
Pfeile der Freischnittkrafte vom Knoten weggerichtet einzeich-
nen, nehmen wir an, dass es sich bei den beiden Stiben um
Zugstibe handelt. Ob diese Annahme richtig ist, wird die Rech-
nung erweisen. Mit den Gleichgewichtsbeziehungen (1.2.44)
entsteht:

D> F,=0:
ZFy =0: S, +S,cos(a)=0,
> F.=0:

Hierin wurden die Betrdge der Seil- und Pendelstabkrifte mit
S,,S,und S; bezeichnet und als Zugkrifte angenommen (die

S, +S3cos(ﬂ)=0,
(1.2.46)

S, cos(}/)—Gzo .

Pfeilrichtung zeigt vom Knoten 4 weg). Einfaches Auflosen
der Gleichungen nach diesen Kréften und Ersetzen der Winkel
durch die geometrischen Bezichungen (1.2.45) liefert:

Na* +b* +¢?

C

b a

S, =-G=, 8,=-G2, 5,=G (1.2.47)
C C

Offensichtlich war die beim Freischnitt getroffene implizite An-
nahme falsch, dass es sich bei den Pendelstabkraften um
Zugstabe handelt, wie man an dem sich ergebenden Minuszei-
chen sieht.

1.3  Allgemeine Kraftesysteme:
Gleichgewicht des starren

Korpers

1.3.1 Moment beliebig verteilter

Kraftegruppen im Raum

Zwei zueinander parallele Krafte

Wir betrachten das in Abbildung 1.3.1 gezeigte ebene Problem:
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An einer Scheibe greifen zwei unterschiedlich groe, zueinander
parallele Krifte /', und F, an. Das Problem soll darin beste-
hen, hierzu eine Gegenkraft R so zu bestimmen und an der
Scheibe so anzubringen, dass sich dieselbe a) nicht translato-
risch bewegt und b) nicht zu drehen beginnt. Es liegt nahe, zu-
niachst einmal die Vektorsumme beider Krifte zu bilden, also
beide Pfeile aneinanderzuhdngen. Damit leuchtet ein, dass der
Betrag der Gegenkraft gleich der Summe der Lidngen beider
Krifte sein wird:

R=F +F,. (1.3.1)

Die Vektorsumme zu bilden, reicht jedoch nicht aus, um die re-
sultierende Kraft R vollstdndig zu bestimmen. Zwar kennen wir
nun ihre GroBle, aber die Lage ihres Angriffspunktes bzw. ihrer
Wirkungslinie ist noch unbekannt. Wenn wir ohne zu iiberlegen
die Wirkungslinie von R zum Beispiel zu weit nach rechts le-
gen, kann es geschehen, dass die Scheibe sich pldtzlich nach
links dreht. Mit anderen Worten: Der Gleichgewichtszustand
wiirde gestort. Das aber gerade soll nicht geschehen.

R
-R, AN
_Iil
S
/
E‘ a, | a4 1&
[ S’ ":
Rll!ﬁﬂl Fa N
B h R,

Abb. 1.3.2: Ergdnzung zweier zueinander paralleler Krdfte.

Um die richtige Wirkungslinie zu finden, bedienen wir uns eines
Tricks. Wie in Abbildung 1.3.2 zu sehen, fiihren wir in das Sys-
tem zwei einander entgegengesetzt gerichtete, betragsméfig
gleich grofBBe Krifte K und —K ein. Wir befestigen sie jeweils
an den Angriffspunkten der Krifte £, und F,, und da sie auf
derselben Wirkungslinie liegen und einander betragsméfig auf-
heben, dndert sich insgesamt nichts am Gleichgewichtszustand
des Systems. Nun fassen wir £/, und K sowie £, und —K zu
den Resultierenden R, und R, zusammen, welche wir, wie
dargestellt, vektoriell zur Resultierenden R addieren. Dabei ist
es notig, R, und R, entlang ihrer Wirkungslinie zu verschie-
ben, und man gelangt zu einem Schnittpunkt S, der die Lage
der Wirkungslinie von R anzugeben erlaubt. Dazu projiziert

S

Abb. 1.3.1: Zueinander
parallele Krdfte.

Statik
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ARCHIMEDES (287 — 212
v. u. Z.) wurde in Syrakus
auf Sizilien geboren, wo er
auch lebte und wirkte. Von
PLUTARCH und Livius wird
uiberliefert, dass eine seiner
wesentlichen  Aktivititen
darin bestand, seine Hei-
matstadt gegen auswartige
Feinde zu verteidigen. Zur
Abwehr nahender Truppen
ersann er z. B. ein Katapult,
mit dem er Gegenstinde
und Chemikalien (zur Ent-
zindung des sogenannten
archimedischen Feuers)
verschoss, einen Mehrkom-
ponentenflaschenzug, niitz-
lich u. a. zum Versetzen der
,schweren Munition“, oder
einen Brennspiegel zum
Anziinden ganzer Schiffs-
flotten. Aber auch theoreti-
sche Arbeiten konnten ihn
begeistern: Er vermall den
Umfang des Kreises mithil-
fe von Polygonen und
schétzte die LUDOLFsche
Zahl 7w als zwischen 3
10/71stel und 3 1/7tel lie-
gend ab. Auch beschéftigte
er sich ohne Kenntnis der
Integralrechnung mit der
Berechnung des Volumens
heutzutage als einfach be-
trachteter Korper und zeig-
te, dass das Volumen einer
Kugel zwei Drittel des Vo-
lumens eines sie umfassen-
den Zylinders betragt. Die-
ses Ergebnis empfand er als
derart signifikant, dass er

man S einfach senkrecht auf die Verbindungslinie zwischen
den Angriffspunkten der beiden Krifte ', und F,. Es entsteht
die Wirkungslinie SS’.

Aus der Abbildung 1.3.2 lesen wir ab, dass gelten muss:

B R 1.3.2
I F | F, ( )
oder auch:

aF, =a,F,, (1.3.3)

wobei die Abstinde a, und a, sich auf einen Punkt S’ bezie-

hen, der auf der Verbindungslinie der Angriffspunkte der beiden
gezeigten Krifte liegt. Wir konnen diese Abstdnde ganz einfach
durch Kombination der Gleichung (1.3.1) sowie (1.3.2) der Be-
zichung

h=a, +a, (1.3.4)
berechnen und erhalten:
F. F,
a, =—2 ) a, =—1 (1.3.5)
F +F, F +F,

Wir erkennen, dass mit dem genannten Trick immer dann die
Grofle und die Lage der Resultierenden ermittelt werden kon-
nen, wenn der Nenner in Gleichung (1.3.5) nicht verschwindet.
Dieses passiert dann, wenn zwei gleich grofe, entgegengesetzt
gerichtete Krifte auf parallelen Wirkungslinien agieren. Hierbei
handelt es sich um ein sogenanntes Kriftepaar, welches eine
gewisse Bedeutung filir die Technik hat und auf das wir spéter
zurlickkommen werden.

Im Moment wollen wir uns einem anderen Aspekt unserer Lo-
sung zuwenden. Die in Gleichung (1.3.3) gezeigte Beziehung ist
das aus der Schule bekannte Hebelgesetz von ARCHIMEDES,
wonach es, um das Gleichgewicht zu wahren, nétig ist, dass die
Produkte Kraft mal Hebelarm zweier am Korper angreifender
Krifte einander gleich sind.

In der Tat ist diese Beobachtung ein Spezialfall eines allgemei-
neren Gesetzes fiir den Fall beliebig vieler, nicht in einem ge-
meinsamen Angriffspunkt wirkender Kréfte, der Bedingung des
sogenannten Momentengleichgewichtes.
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Definition des Momentes einer Kraft

Wir lassen uns vom Hebelgesetz nach ARCHIMEDES leiten. Of-
fenbar war das Produkt aus einer Kraft und ihrem dazugehdrigen
Hebelarm, der senkrecht auf ihrer Wirkungslinie stand, von be-
sonderer Bedeutung. In diesem Sinne definieren wir den Betrag
des Momentes M ) einer Kraft F beziiglich eines Drehpunkts
D wie folgt (Abbildung 1.3.3):

M| = Fh. (1.3.6)
Dabei greift die Kraft in der Ebene an einer Scheibe an, 4 ist
der Abstand senkrecht zur Wirkungslinie dieser Kraft. Man be-
achte, dass es zur Charakterisierung eines Momentes notig ist,
den Drehpunkt anzugeben, denn je nach Wahl des Drehpunktes
relativ zur Wirkungslinie wird sich ein anderer Zahlenwert er-
geben. Daher der Index D am Symbol M . Der Drehpunkt D
kann, aber muss nicht in der Scheibe liegen. Jeder Punkt der
Ebene kann zum Drehpunkt gewahlt werden. Spater werden wir
sehen, dass es bei Gleichgewichtsberechnungen giinstige und
weniger giinstige Wahlen des Drehpunktes gibt.

Die Einheit des Momentes ergibt sich aus den Einheiten der es
zusammensetzenden Groflen Kraft mal Abstand, also N-m
oder auch kN-m.

Genau wie Kraftkomponenten hat auch der Zahlenwert eines
Momentes ein Vorzeichen. Die Vorzeichenwahl ist willkiirlich.
Wir wollen im Folgenden vereinbaren, dass fiir den Fall einer
links um den Punkt D drehenden Kraft, die also entgegen dem
Uhrzeigersinn angreift, sich ein positiver Zahlenwert ergibt
und umgekehrt. Betrage zum Beispiel die Kraft F in Abbildung
1.3.3 10 kN sowie der Hebelarm 1 m, dann ist das zum Punkt

D gehorige Moment gerade —10 kN -m .

X{;(Angriffspu kt)

Abb. 1.3.3: Definition des Moments einer Kraft in der Ebene.

verlangte, man moge ein
Bild besagten Zylinders
nebst Kugel auf seinem
Grabstein anbringen. Seine
Beweismethoden waren fiir
damalige Zeiten recht unor-
thodox. Gerne arbeitete er
mit Modellen geometri-
scher Korper, die er aus
Holz oder Metall anfertigte
und deren Volumen er ver-
mal, indem er sie in Was-
ser eintauchte und das Vo-
lumen der verdrdngten
Fliissigkeitsmenge be-
stimmte. Solches fiihrte er
auch in der griechischen
Akademie vor, woraufhin
entsetztes Schweigen ein-
trat und sich schlieBlich nur
noch der junge APOLLONI-
US von Perge aufzuraffen
vermochte, um schockiert
festzustellen, man moge
ARCHIMEDES auf immer
aus der Akademie verban-
nen, da er den edlen Geist
der Mathematik mit schno-
der Materie beschmutze.
Eine solche Denkweise ist
jedoch nicht dem Altertum
vorbehalten, auch heute
noch kann man in akademi-
schen Zirkeln aus ahnlichen
Griinden leicht zu einer
Persona non grata werden.
Dem Internet entnehmen
wir ferner: ,,Often ARCHI-
MEDES’ servants got him
against his will to the baths,
to wash and anoint him, and
yet being there, he would
ever be drawing out of the
geometrical figures, even in
the very embers of the
chimney. And while they
were anointing of him with
oils and sweet savors, with
his fingers he drew lines
upon his naked body, so far
was he taken from himself,
and brought into ecstasy or
trance, with the delight he

Stati
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had in the study of geome- ~ ZUM Gesamtmoment ebener Kraftesysteme

try. Dieses Zitat passt zu
folgender Anekdote, wo-
nach Archimedes das nach
ihm benannte Auftriebsge-
setz beim Baden ,erlebt
und erfiihlt habe und aus
der Wanne gesprungen sei,
um ,,heureka!* rufend nackt
durch die Stra3en zu laufen,
auch in damaliger Zeit ein
etwas ungewohnliches Ver-
halten. Und selbst iiber AR-
CHIMEDES’ Tod wird von
PLUTARCH Kurioses berich-
tet. Wahrend des zweiten
punischen Krieges wurde
auch Syrakus belagert und
schlieBlich eingenommen.
Dabei drang ein roémischer
Soldat in ARCHIMEDES’
Haus ein (siehe Bild) und
versuchte, dessen Interesse
von einem mathematischen
Problem weg auf das um-
gebende Kampfgeschehen
zu lenken. Darauthin sprach

Um das in Abbildung 1.3.4 gezeigte Gesamtmoment aller Kréfte
auf die Scheibe beziiglich des Drehpunktes D zu ermitteln, ist
es notig, alle einzelnen Momente gemdl der Grunddefinition
(1.3.6) zu ermitteln und dann mit dem richtigen Vorzeichen zu
addieren. Wir schreiben fiir das resultierende Moment:

(1.3.7)

MP =M =T M = (5, F
i=1

i=1

ARCHIMEDES die berithm-
ten Worte ,,Noli perturbare
circulos meos!“, was der
Soldat mit einem todlichen

Abb. 1.3.4: Von mehreren Krdften ausgeiibtes Moment
auf einen Drehpunkt D.

Krafte an einer Sechseckscheibe

Schwerthieb beantwortete.
Dies ist zugegebenermalien
ein etwas radikales Verhal-
ten, auch fiir Kritiker der
Wissenschaft.

Betrachte die in Abbildung 1.3.5 gezeigte Situation. Gesucht ist
das Gesamtmoment fiir die Sechseckscheibe relativ zu ihrem
Zentrum O. Wir finden:

My =2Fa—Fa+Fa+2Fa=4Fa. (1.3.8)

Das Gesamtmoment beziiglich des Ursprunges O verschwindet
also nicht. Und in der Tat, wiirde man die Scheibe in O drehbar
lagern, so wiirde sie sich zu drehen beginnen, und zwar entge-
gen dem Uhrzeiger. Wiinscht man, dass dieses nicht geschieht,
dann muss man im Ursprung O dafiir sorgen, dass ein entgegen-
gesetztes Moment —4Fa geeignet angebracht wird, etwa
dadurch, dass man mit einem Momentenschiissel ,,nach rechts*
dreht, und zwar mit der Stirke —4Fa .

Beispiel: Das Moment eines Kraftepaares

Betrachte die in Abbildung 1.3.6 gezeigte Situation: Das Mo-
ment eines sog. Kriftepaares, d. h. zwei gleich groB3e, aber ent-
gegengesetzte Krifte in der Ebene, die nicht auf derselben Wir-

Abb. 1.3.5: Krdfte an
Sechseckscheibe.
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kungslinie liegen, soll fiir einen beliebigen Drehpunkt D in der

Ebene berechnet werden. F
WL
1 ! WL
!
D.I’\/d"\/
1 d / F

Lenkrad

Abb. 1.3.6: Moment eines Krdftepaares
mit beliebigem Drehpunkt.
Mit den Bezeichnungen der Abbildung wird: . F
MP =Fd, —Fd,=F(d, —d,)=Fh. (1.3.9)
Das Ergebnis hdngt somit nur von dem senkrechten Abstand der

beiden Krifte ab, gleichgiiltig, welchen Drehpunkt D man
wihlt. Man beachte: Das Kréftepaar hat eine verschwindende
Krifteresultierende, es ist die Verkorperung eines reinen Mo-
mentes, d. h., es beeinflusst nicht das Ergebnis fiir die Kraftere-
sultierende gemaB der Gleichung (1.2.1), wohl aber die Berech-
nung eines Gesamtmomentes fiir eine Scheibe gemél der Glei-
chung (1.3.7). Da die Resultierende eines Kriftepaares ver-

Schraubendreher

schwindet, kann das Moment M = Fh beliebig in der Ebene F
verschoben werden.

Technische Beispiele fiir ein Kriftepaar sind in Abbildung 1.3.7 /M ___=
zu sehen, ndmlich ein Lenkrad, das gedreht wird, ein Schrau—(."’ et

bendreher, der mit etwas Spiel auf den Schlitz einer Schraube ‘
wirkt, oder ein Balken, der in einer Wand eingespannt gelagert F

ist und dessen Ende verdreht wird.

m M
AN Balken mit Spiel

; 1 ]
é A Abb. 1.3.7: Beispiele

Abb. 1.3.8: Anfahrender Motor. fiir Krdftepaare.

Die Wirkung eines anfahrenden Motors, der sich auf einem Bal-
ken befindet, entspricht auch einem reinen, plotzlich angreifen-
den Moment, und wir sollten an das Modell eines Kréftepaares

Statik
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Abb. 1.3.9: Ebene
Scheibe unter Wirkung
von angreifenden Krdf-

ten und Momenten.

zuriickdenken, wenn wir solche reinen Momente in eine Zeich-
nung einbringen, ohne dass irgendwelche sie erzeugenden Kraf-
te direkt sichtbar sind: Abbildung 1.3.8.

1.3.2 Gleichgewichtsbedingungen fiir be-
liebige Kraftesysteme in der Ebene

Wir betrachten die in Abbildung 1.3.9 gezeichnete ebene Schei-
be, die sich unter der kombinierten Wirkung von Kréften und
Momenten in der Ebene befindet.

Damit diese Scheibe in sich ruht, d. h. sich im statischen
Gleichgewicht befindet, ist es notig, dass die Vektorresultieren-
de aller Kréfte sowie die beziiglich eines beliebigen Punktes A
ermittelte Momentensumme verschwindet. Die letzte Forderung
leuchtet sofort ein, denn wiirde die Momentensumme beziiglich
A nicht verschwinden, so hétte dies eine Drehung des Korpers
um den Punkt A zur Folge, und das widerspricht der Forderung
nach statischem Gleichgewicht. Um unsere Gleichgewichtsbe-
dingungen mathematisch auswerten zu konnen, wahlen wir ein
beliebiges Koordinatensystem mit dem Ursprung in B und
schreiben (siche Abbildung 1.3.10):

S F =0, Y F, =0, Y MW =0. (1.3.10)
i=1 i=1 i=1
Oder auch kurz:
> F =0, > F =0, >M"=o0. (1.3.11)
y
YVip-----
]
X
B

Abb. 1.3.10: Gleichgewichtsbedingungen

Sformuliert im kartesischen Koordinatensystem.

Wir wollen untersuchen, ob die Wahl des Drehpunktes 4 einen
Einfluss auf die Gleichgewichtsbedingungen hat. Dazu bilden
wir geméll der Abbildung 1.3.10 die Momentensumme beziig-
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lich 4

, wobei das Vorzeichen der Teilmomente gemél der in

Abbildung 1.3.10 gezeigten Richtung der Kraft F'; entschieden

wurde:

iZ;:M[(A) :Zn:{(xi Xy )Ey _(y[ V4 )Fn}:

i=1

i(xiEy_yiEx)_xAZn:E‘, +y,;iFix = (1.3.12)
i1 =

i=1

ZMI'(B) _xAZEy +yAZEx N
1 i=1 i=1

i=

Sind also die Kréftegleichgewichtsbedingungen erfiillt, so folgt,
dass auch die Momentensumme um B verschwinden muss. Die
Wahl des Angelpunktes ist also unwesentlich fiir die Formulie-
rung der Momentenbedingung.

Einige Merksitze sollen am Abschluss dieses Abschnitts stehen:

Anstelle der Gleichgewichtsbedingungen mit zwei
Kréften in x- bzw. y-Richtung und einer Momenten-
bedingung kann man auch nur eine Kréftebedingung
und dafiir zwei Momentenbedingungen um verschiede-
ne Drehpunkte auswerten, etwa:

Zn:Fix =0, E"ZM,,“):o, En:M,FB):o. (1.3.13)
i=1 i=1 i=1

Niemals jedoch darf man drei Krifte- oder drei Momen-
tenbedingungen ansetzen. Bei einer Scheibe darf eine
vierte Gleichung zur Kontrollrechnung verwendet wer-
den.

Ist statisches Gleichgewicht an mehreren Scheiben
nachzuweisen (siehe Abbildung 1.3.12), so gibt es fiir
jede Scheibe drei Gleichgewichtsbedingungen, die man
auswertet, nachdem man die Scheiben durch Freischnitt
voneinander getrennt hat.

Bei der Auswertung der Momentenbedingung kann das
Moment einer Kraft (Kraft mal Hebelarm) oder die
Momente aus den Komponenten der Kraft zur Berech-
nung herangezogen werden.

Wird ein Scheibensystem mit mehr als drei Stiitzkréften
gehalten, so ist es mit drei Gleichgewichtsbedingungen
nicht mehr zu berechnen. Das System ist statisch unbe-
stimmt. Die fehlenden Gleichungen sind Verformungs-
bedingungen: Abbildung 1.3.11 b).

Abb. 1.3.11: a) Sta-
tisch bestimmt, 3
Stiitzkrdfte.

SF

7

Abb. 1.3.11: b) Sta-
tisch unbestimmit,
3+1 Stiitzkrdfte.

SF

Abb. 1.3.11: ¢) Sta-
tisch iiberbestimmt,
System klappt um.

Statik



28 1.3 Allgemeine Kriftesysteme: Gleichgewicht des starren Korpers

jljels

Abb. 1.3.12: Statisches Gleichgewicht an mehreren Scheiben.

F
ﬁ/* T 1.3.3  Gleichgewicht illustriert an einem
System von Pendelstaben

Betrachte das in Abbildung 1.3.13 gezeigte System einer durch
drei Pendelstdbe abgestiitzten Gabel, die unter dem Einfluss ei-
ner dufleren Kraft F steht.

Abb. 1.3.11: ¢) und d)
Fehlerhafte Stiitzung:
Die Wirkungslinien der
drei Stiitzkrdfte diirfen
nicht durch einen Punkt
gehen, auch wenn dieser
im Unendlichen liegt
(parallele Stiitzen).

Abb. 1.3.13: System von Pendelstiben.

Wir interessieren uns fiir die in den Pendelstiben A, B und C
herrschenden Krifte, die wir mit F,, F, und F. bezeichnen.
Um diese Krifte herauszufinden, wird zundchst, wie in Abbil-
dung 1.3.14 gezeigt, freigeschnitten, und danach werden die
Gleichgewichtsbedingungen ausgewertet, und zwar beziiglich
des ebenen kartesischen Koordinatensystems, das in der Abbil-
dung zu sehen ist.

Abb. 1.3.14: Freischnitt des Systems von Pendelstiben.
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Man erhélt fiir das Kréftegleichgewicht in x - und y -Richtung:
Y F.=0: F,+F,-10kN=0,

(1.3.14)
D F,=0: —40kN+F.=0.
Aus der zweiten Gleichung finden wir:
F. =40kN. (1.3.15)

Die Pfeilspitze war also richtig am Stab C eingetragen. Um die
beiden anderen Stabkrifte zu bestimmen, bendtigen wir noch ei-
ne weitere Gleichung. Das ist die Momentenbedingung. Um
moglichst wenig rechnen zu miissen und gleichzeitig wenig
neue Unbekannte in die Momentengleichung einzubringen, wih-
len wir den im Freischnitt eingezeichneten Punkt D als Dreh-
punkt. Man erhélt so:

ZM(D)=0:

(1.3.16)
—F,-04m+40kN-0,55m+10kN-02m=0.
Als Endergebnis folgt:
F,=60kN, F, =—50kN. (1.3.17)

Die Pfeilspitze der Stabkraft 4 war korrekt, wohingegen die
Pfeilspitze der Stabkraft B sich nachtrdglich als falsch gewahlt
herausstellt. Wir fassen zusammen: Es handelt sich bei 4 um
einen Druckstab, bei B um einen Zugstab und bei C wieder um
einen Druckstab.

134 Vektorielle Deutung des Momentes

Definition des Momentenvektors
y

I~

|
|
|
|
|
1

o b
Abb. 1.3.15: Zur vektoriellen Deutung des Momentes.

Betrachte die Abbildung 1.3.15: Eine Kraft F greift in der
(x,7)-Ebene in dem durch den Ortsvektor r=(x,y,0) ge-

Statik
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kennzeichneten Punkt P an. Wir wollen das Moment dieser
Kraft beziiglich des Ursprunges O des Koordinatensystems be-
rechnen.

Es gilt offenbar:
0 0 1

M(O):xFy_yFX: x y 0. (1.3.18)
FF 0

Dabei haben wir die Summe aus Produkten von Abstdnden und
Kréften mithilfe einer 3 x 3-Determinante umgeschrieben. Diese
Darstellung ldsst eine neue Interpretation des Momentes zu.
Identifizieren wir ndmlich die erste Zeile dieser Determinante
als Einheitsvektor in z— Richtung, also:

(0, 0, 1) - e., (1.3.19)

und die zweite Zeile als zum FuBpunkt der Kraft filhrenden
Ortsvektor:

(x, v, 0) > r, (1.3.20)

und die dritte Zeile schlieBlich als in der Ebene liegenden Kraft-
vektor:

(F., F,, 0) > F, (1.3.21)

x 2 y

so konnen wir einen Momentenvektor als das Kreuzprodukt aus
Orts- und Kraftvektor wie folgt definieren:

MY =rxF. (1.3.22)

Diese Definition eines Momentenvektors ist sofort auf drei Di-
mensionen verallgemeinerungsfihig, wie wir weiter unten sehen
werden. Zuvor jedoch sollen einige Bemerkungen zum
Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren folgen, welche die obige
Definition des Momentenvektors aus der Determinantenbedin-
gung (1.3.18) heraus klar werden lassen.

Bemerkungen zum Kreuzprodukt von Vektoren

Betrachten wir also zwei beliebige Vektoren im Raum, genannt
a und b, so wie in der Abbildung 1.3.16 gezeigt. Durch das so-
genannte Kreuzprodukt wird diesen beiden Vektoren ein dritter
Vektor zugeordnet, den wir ¢ nennen wollen. Wir schreiben:

c=axb. (1.3.23)

Dieses ist zundchst einmal nur eine formale Definition. Sie wird
erst niitzlich, wenn wir ¢ als Vektor eindeutig kennzeichnen.
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Und dazu ist es erforderlich, seinen Betrag und seine Richtung
festzulegen.

Sein Betrag wird durch die folgende Gleichung aus den Léngen
der beiden Vektoren ¢ und b sowie dem von ihnen einge-

schlossenen Winkel ¢ berechenbar:
c=absin(p). (1.3.24)

Man iiberlegt sich, dass die so definierte Linge ¢ betragsmifig
gleich der Flache des von a und b aufgespannten Parallelo-

gramms ist (siche Abbildung 1.3.16):
A=ah=absin(p). (1.3.25)

Dabei bezeichnet / die Parallelogrammhdhe. Fiir die Richtung
von ¢ vereinbaren wir erstens, dass dieser Vektor sowohl senk-

recht zu a als auch senkrecht zu b stehen soll. Zweitens sollen
die Vektoren @, b und ¢ (in dieser Reihenfolge) ein Rechts-
system bilden. Genau das ist in der Abbildung 1.3.16 zu sehen.

Bis jetzt haben wir nicht von der Komponentendarstellung der
Vektoren a, b und ¢ geredet. Das miissen wir jetzt nachholen.

Zunéchst ist klar, dass aus den drei Vektoren beziiglich eines
rdumlichen dreidimensionalen Koordinatensystems eine Kom-
ponentendarstellung der Form

a=la,,a,,a),

b=, ,b,,b.), (1.3.26)
folgt.

Wir fragen uns, wie man die Komponenten des Vektors ¢ durch
die Komponenten der beiden anderen Vektoren ausdriicken
kann. Es ldsst sich zeigen, dass gilt:

c= (aybz -ab,, ab,—ab , ab - aybx)

& & & (13.27)
=la, a, a.|.
b, b, b.

Diese auf den ersten Blick so kompliziert anmutende Kombina-
tion der verschiedenen Komponenten lasst sich also auf elegante
Weise durch eine Determinante ersetzen, wobei die drei Basis-

vektoren e, e, e, verwendet werden. Wie aber entsteht die-

ses Ergebnis? Dazu sei erinnert, dass die Komponentenschreib-

1o

Abb. 1.3.16: Das Kreuz-
produkt.

Statik
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weise (1.3.26) fiir unsere drei Vektoren a, b und ¢ nichts an-

deres bedeutet als:
a=a,e ;€
b=b,e . +b, e, +b. e_, (1.3.28)

Setzt man diese Darstellung in das Kreuzprodukt (1.3.23) ein, so
erhilt man Ausdriicke der Form (g, e, )x (bj e j), wobei i oder
j fur jede beliebige Kombination der Indizes x, y oder z ste-

hen darf. Man darf Zahlen einfach vor das Kreuzprodukt ziehen,
also fiir den letzten Ausdruck schreiben: a,b, (Qi X g/.). Nun be-

denken wir die Grunddefinition des Kreuzprodukts und wenden
sie auf Einheitsvektoren an. Da der Winkel zwischen den beiden
Einheitsvektoren 0° oder 90° betragt, ist die Lange des aus
e, x e, resultierenden Vektors entweder null oder eins, und er

steht senkrecht auf ¢, und ¢, sodass die drei ein Rechtssystem
bilden. In einem Satz: Wenn gilt i # j, ist der Vektor e, x ¢, bis
auf das Vorzeichen gleich dem noch fehlenden Einheitsvektor
e, , ansonsten gleich dem Nullvektor, z. B.:

e.xe =—e._, e xe. =0. (1.3.29)

=x =y =z Zz =y =x = =

Betrachten wir einen Spezialfall und nehmen an, dass die beiden
Vektoren ¢ und b in der (x s y)-Ebene liegen, dass also gilt:

a=(a,,a,,0),b=(b,b,,0). (1.3.30)

Gleichung (1.3.27) reduziert sich dann auf:

0 0 e,
g:(O, 0, axby—aybx)= a, a, 0f. (1.3.31)
b, b, 0

X ¥

Das heif3t, der aus dem Kreuzprodukt von ¢ und & resultieren-
de Vektor ¢ besitzt nur Komponenten in z— Richtung. Genau

diese Situation haben wir jedoch im vorangegangenen Abschnitt
betrachtet. Der Vektor a entsprach dem Ortsvektor r, der Vek-

tor b dem Kraftvektor F und beide befanden sich in der
(x, y)-Ebene. Der Momentenvektor steht senkrecht zu beiden,

wobei 7, FF und M © (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem
bilden.
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Die Lange von M © wird gemél der Formel (1.3.18) berechnet.

Lagen nun r und F beliebig im Raum, d. h., greift der Kraft-

vektor in beliebiger Richtung an einem Ortspunkt an (beides re-
lativ zu einem externen dreidimensionalen Koordinatensystem),
so greift die allgemeine Definition (1.3.27) fiir das Kreuzpro-
dukt und wir schreiben:

MO =(sz —zF,, zF,—xF,, xF, —ny)

& & & (1.3.32)
=lx y z|
F, F, F

Zu beachten ist, dass die Richtung des Momentenvektors durch
die Richtung des Ortsvektors und des Kraftvektors sowie durch
die Reihenfolge beider festgelegt ist. Man kann sich das mit der
Rechtehandregel klarmachen: Um die Richtung des Momen-
tenvektors zu finden, muss man den Ortsvektor mit der rechten
Handfldche auf den Kraftvektor drehen. Dann zeigt der Daumen
in Richtung des Momentenvektors.

Man beachte, dass die Deutung des Momentes als eine Art
Drehvektor (man spricht auch von einem axialen Vektor) in ei-
nem gewissen Sinne unausweichlich war, denn schlieBlich hat-
ten wir weiter oben verabredet, dass Beitrdge zu einem Moment
in der Ebene positiv zu zdhlen sind, wenn die betreffende Kraft
links um einen Angelpunkt dreht, und ansonsten negativ.

Greifen mehrere Krifte F, an verschiedenen Punkten r, (ge-
messen am Ursprung eines kartesischen Dreibeins) an, so fiihrt
jede auf einen Momentenvektor M ,, die dann im Sinne einer

vektoriellen Addition zu einem Gesamtmomentenvektor M ®)

addiert werden konnen. Wir schreiben:

M(R):ﬁ‘,Mf =izi <F,. (1.3.33)
i=1 i=1

Ein Quader unter dem Einfluss duBerer Krafte

Betrachte den in Abbildung 1.3.17 gezeigten Quader mit den
Kantenldngen a, a, 2a, in dessen einer Ecke sich ein Dreibein
befindet.

Beziiglich dieses Dreibeins ergibt sich die Komponentendarstel-
lung fiir die Kraft- und Ortsvektoren wie folgt:

Statik
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P

Abb. 1.3.17: Ein Qua-
der unter dem Einfluss
duferer Krifte.

Abb. 1.3.18: Alligemei-
nes Krdftesystem im
Raum.

N4

N

Elz(Fs O’ 0)3 Ezz(oa 07 _F)>
F,=Q2F, 0, 0), F,=(0, 0, 2F), (1.3.34)
F,=(0, 3F, 0), F,=(0, 3F, 0)

“E4 Zl:(as 0’ 0)3 KZZ(as 0§ 2a)a
a

, 2a), (1.3.35)

Die Kraftresultierende ergibt sich somit zu:
R=(3F, 6F, F),
R=~9F? +36F> + F* = J46F .

(1.3.36)

Wir erhalten fiir die Momentenvektoren der einzelnen Krifte
bezogen auf 4 :

M,=(0, 0, 0), M,=(0, aF, 0),

M,=(0, 0, —2aF), M,=(2aF, 0, 0), (1.3.37)
M,=(-6aF, 0, 3aF), M,=(0, 0, 3aF).

Damit ergibt sich der resultierende Momentenvektor zu:
MY =(-4, 1, 4)aF,

M) =J16+1+16aF =+/33aF.

Wir stellen fest, dass der Quader geeignet gelagert werden muss,
damit er sich nicht in Bewegung setzt. Er wiirde ndmlich in
translatorische Bewegung versetzt, da die Kréfteresultierende
nicht verschwindet, und aulerdem in Rotation geraten, da der
resultierende Momentenvektor nicht gleich dem Nullvektor ist.

(1.3.38)

1.3.5 Allgemeine Kraftegruppen im Raum

Zusammenfassung der Gleichgewichtsbedingungen

Betrachten wir ein allgemeines Kréftesystem im Raum (siehe
Abbildung 1.3.18). Eine solche Kriftegruppe befindet sich im
Gleichgewicht, wenn sowohl die resultierende Kraft als auch das
resultierende Moment beziiglich eines beliebigen Punktes A4
verschwinden:

MW=0, mit M W=y xF.. (1.3.39)
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In Komponenten beziiglich eines kartesischen Dreibeins ge-
schrieben, lauten diese Gleichungen:



