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					Kapitel 1 Verblüffende Nützlichkeit

				
					Die Sprache der Mathematik erweist sich als über alle Maßen effektiv, ein wunderbares Geschenk, das wir weder verstehen noch verdienen. Wir sollten dafür dankbar sein und hoffen, dass sie auch bei zukünftigen Forschungen ihre Gültigkeit behält und dass sie sich – in Freud und in Leid, zu unserem Vergnügen wie vielleicht auch zu unserer Verwirrung – auf viele Wissenszweige ausdehnt.

					Eugene Wigner, The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences

				
Wozu ist Mathematik gut?
Was tut sie für uns, in unserem Alltag?
Vor nicht allzu langer Zeit gab es auf diese Fragen einfache Antworten. Der Normalbürger nutzte ständig die Grundrechenarten, und sei es nur, dass es darum ging, die Rechnung nach dem Einkauf zu überprüfen. Zimmerleute mussten etwas von elementarer Geometrie verstehen. Landvermesser und Navigatoren brauchten darüber hinaus Trigonometrie. Ingenieure mussten Differential- und Integralrechnung beherrschen.
Heute ist es ganz anders. Die Supermarktkasse addiert die Rechnungsposten, berücksichtigt Rabatte, fügt die Mehrwertsteuer hinzu. Wir hören das Piepen, wenn der Laser die Strichcodes scannt, und solange das Piepen mit den Waren zusammenpasst, gehen wir davon aus, dass die elektronischen Helfer wissen, was sie tun. Viele Berufe erfordern noch immer solide mathematische Kenntnisse, doch selbst in diesen Fällen haben wir den größten Teil der Mathematik an elektronische Geräte mit eingebauten Algorithmen ausgelagert.
Mein Thema glänzt durch Abwesenheit. Der Elefant ist nicht einmal im Raum.
Es wäre leicht, daraus den Schluss zu ziehen, Mathematik sei aus der Zeit gefallen und überflüssig, aber das wäre ein Irrtum. Ohne Mathematik würde unsere heutige Welt auseinanderfallen. Um das zu beweisen, werde ich Ihnen Anwendungen in der Politik, in der Juristerei, bei Nierentransplantationen, der Logistik von Supermärkten, bei Spezialeffekten in Filmen und bei der Herstellung von Druckfedern zeigen. Wir werden sehen, in welcher Weise Mathematik eine wesentliche Rolle für medizinische Scanner, Digitalfotografie, Glasfaser-Breitband-Technologie und Satellitennavigation spielt. Wie sie uns hilft, die Auswirkungen des Klimawandels vorherzusagen und uns vor Terroristen und Internet-Hackern schützen kann.
Bemerkenswerterweise basieren viele dieser Anwendungen auf einer Mathematik, die aus völlig anderen Gründen entwickelt wurde – manchmal nur, weil jemand voller Begeisterung seiner Neugier folgte. Bei meiner Recherche für dieses Buch war ich immer wieder überrascht, wenn ich auf Anwendungen meines Fachs in Gebieten stieß, von denen ich niemals geträumt hätte, dass sie überhaupt existieren. Oft fand ich sie in Feldern, von denen ich nicht angenommen hätte, sie wären von praktischem Nutzen, wie raumfüllende Kurven, Quaternionen und Topologie.
Mathematik ist ein grenzenloses, äußerst kreatives System von Ideen und Methoden. Sie steckt dicht unter der Oberfläche der innovativen Technologien, die das 21. Jahrhundert so grundlegend von allen früheren Zeitaltern unterscheiden – Videospiele, internationaler Luftreiseverkehr, Satellitenkommunikation, Computer, das Internet, Mobiltelefone.[1] Kratzen Sie an einem iPhone, und Sie werden auf das helle Glitzern der Mathematik stoßen.
Bitte nehmen Sie das nicht wörtlich …
***
Manche Menschen nehmen an, Computer mit ihren beinahe wundersamen Fähigkeiten seien dabei, Mathematiker, ja sogar die Mathematik selbst, überflüssig zu machen. Aber Computer ersetzen Mathematiker ebenso wenig, wie Mikroskope Biologen ersetzen. Computer verändern die Art und Weise, in der wir Mathematik betreiben, doch größtenteils entlasten sie uns nur von den mühsamen Anteilen. Sie verschaffen uns mehr Zeit zum Denken, sie helfen uns bei der Suche nach Mustern, und sie geben uns ein mächtiges neues Instrument an die Hand, um rascher und effizienter zu arbeiten.
Die Allgegenwart preisgünstiger, leistungsstarker Computer ist der Hauptgrund dafür, dass Mathematik immer wichtiger wird. Ihre allgemeine Verfügbarkeit hat neue Möglichkeiten eröffnet, Mathematik auf Alltagsprobleme anzuwenden. Methoden, die früher undenkbar waren, weil sie zu viel Rechenarbeit erfordern, sind inzwischen Routine geworden. Die größten Mathematiker der Papier-und-Bleistift-Ära hätten sich bei Methoden, die eine Milliarde Berechnungen erfordern, verzweifelt die Haare gerauft. Inzwischen setzen wir solche Methoden routinemäßig ein, denn wir verfügen über eine Technologie, die diese Berechnungen in Sekundenbruchteilen durchführen kann.
Mathematiker stehen zusammen mit zahllosen anderen Berufen, wie ich betonen möchte, seit Langem bei der Computerrevolution an vorderster Front. Denken Sie nur an George Boole, den Pionier der symbolischen Logik, die die Basis unserer heutigen Computerarchitektur bildet. Denken Sie an Alan Turing und seine universelle Turing-Maschine, ein mathematisches System, das alles berechnen kann, was sich berechnen lässt. Denken Sie an Muhammad al-Chwārizmī, latinisiert Algorismi, dessen Algebra-Text aus dem Jahr 820 n. Chr. die Bedeutung systematischer Berechnungsverfahren betont, die inzwischen nach ihm benannt sind: Algorithmen.
Die meisten Algorithmen, die Computern ihre beeindruckenden Fähigkeiten verleihen, stehen fest auf dem Boden der Mathematik. Viele der verwendeten Techniken sind dem existierenden Vorrat an mathematischen Ideen «gebrauchsfertig» entnommen worden, so wie Googles PageRank-Algorithmus, der quantifiziert, wie wichtig eine Webseite ist, und eine Multimilliarden-Dollar-Industrie begründet hat. Selbst der pfiffigste Deep-Learning-Algorithmus in der künstlichen Intelligenz (KI) verwendet geprüfte mathematische Konzepte, wie Matrizen und gewichtete Graphen. Eine so prosaische Aufgabe, wie ein Dokument nach einer bestimmten Folge von Buchstaben zu durchsuchen, erfordert ein mathematisches Konzept, das als endlicher Automat oder Zustandsmaschine bezeichnet wird; zumindest bei einer häufig verwendeten Suchmethode ist das so.
Die Rolle, die die Mathematik bei diesen aufregenden Entwicklungen spielt, fällt nur allzu häufig unter den Tisch. Wenn die Medien daher das nächste Mal irgendeine wunderbare neue Eigenschaft von Computern anpreisen, denken Sie daran, dass dahinter eine Menge Mathematik steckt und darüber hinaus eine Menge Ingenieurskunst, Physik, Chemie und Psychologie. Ohne die Unterstützung dieses Trupps verborgener Helfer wäre der digitale Superstar nicht in der Lage, derart im Rampenlicht zu stehen und mit seinen Fähigkeiten zu glänzen.
***
Die Bedeutung der Mathematik in unserer heutigen Welt wird leicht unterschätzt, weil fast alles, was sie leistet, im Verborgenen geschieht. Wenn man eine Straße in einer Großstadt entlangschlendert, wird man von Werbung überflutet, die die Bedeutung von Banken, Gemüseläden, Supermärkten, Modegeschäften, Autowerkstätten, Rechtsanwälten, Schnellrestaurants, Wohltätigkeitsorganisationen und Tausenden anderer Aktivitäten und Professionen unterstreicht. Man findet jedoch keine Messingplakette, die dem Kunden die Dienste eines beratenden Mathematikers anbietet. Supermärkte verkaufen keine Mathematik in Dosen.
Wenn man allerdings etwas tiefer schürft, wird die Bedeutung der Mathematik rasch deutlich. Die Gleichungen der Aerodynamik sind entscheidend wichtig für den Flugzeugbau. Navigation basiert auf Trigonometrie. Wir benutzen Trigonometrie heute anders als in den Tagen von Christoph Kolumbus, denn wir bauen die Mathematik direkt in elektronische Geräte ein, statt Feder, Tinte und Navigationstabellen zu verwenden, doch die zugrunde liegenden Prinzipien sind praktisch dieselben geblieben. Die Entwicklung neuer Arzneimittel stützt sich auf Statistik, um sicherzustellen, dass die Medikamente sicher und wirksam sind. Satellitenkommunikation basiert auf einem tiefgreifenden Verständnis der Dynamik von Umlaufbahnen. Wettervorhersagen erfordern die Lösung von Gleichungen, die Wind, Luftfeuchtigkeit, Temperatur und die Wechselbeziehungen all dieser Parameter beschreiben. Es gibt zahllose weitere Beispiele. Wir bemerken nicht, wie viel Mathematik dahintersteckt, weil wir dieses Wissen gar nicht benötigen, um von den Ergebnissen zu profitieren.
Was macht Mathematik für ein breites Spektrum menschlicher Aktivitäten so nützlich?
Diese Frage ist nicht neu. Im Jahr 1959 hielt der Physiker Eugene Wigner an der New York University einen denkwürdigen Vortrag mit dem Titel «The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences».[2] Wigner konzentrierte sich auf die Naturwissenschaften, doch das, was er sagte, hätte auch auf die erstaunliche Leistungsbreite der Mathematik in Landwirtschaft, Politik, Sport und einer Vielzahl anderer Gebiete gepasst. Wigner selbst hoffte, diese Wirksamkeit würde sich auf «auf ein breites Spektrum des Lernens» erstrecken. Das war ganz sicher der Fall.
Das Schlüsselwort in diesem Titel erregt Aufmerksamkeit, weil es überraschend ist: unreasonable, gemeinhin übersetzt mit unvernünftig. Die meisten Anwendungen von Mathematik sind höchst vernünftig, sobald man einmal herausgefunden hat, welche Methoden für die Lösung eines wichtigen Problems oder der Erfindung eines nützlichen Hilfsmittels eine Rolle spielen. So ist es beispielsweise außerordentlich vernünftig, dass Ingenieure beim Bau von Flugzeugen die Gleichungen der Aerodynamik benutzen. Dazu wurde die Aerodynamik schließlich entwickelt. Ein Großteil der Mathematik, die bei der Wettervorhersage eingesetzt wird, wurde mit dem Gedanken an dieses Ziel im Hinterkopf geschaffen. Anstoß für die Statistik war die Entdeckung großräumiger Muster in Daten über das menschliche Verhalten. Um Gleitsichtbrillen zu entwickeln, bedarf es sehr viel Mathematik, doch der größte Teil wurde mit Blick auf die Optik entwickelt.
Die Fähigkeit der Mathematik, schwierige Probleme zu lösen, wird im Wigner’schen Sinne unvernünftig, oder besser unplausibel, wenn zwischen der ursprünglichen Motivation zur Entwicklung der Mathematik und ihrer späteren Anwendung keine derartige Verbindung existiert. Wigner begann seinen Vortrag mit einer Story, die ich hier leicht ausgeschmückt wiedergebe.
Zwei frühere Klassenkameraden treffen sich. Einer, ein Statistiker, der an Bevölkerungstrends arbeitet, zeigt seinem Schulfreund einen seiner Forschungsartikel, der mit einer Standardformel der Statistik, der Normalverteilung oder «Glockenkurve», beginnt.[3] Er erklärt ihm verschiedene Symbole – dies hier ist die Populationsgröße, das da der Durchschnitt der Stichprobe – und führt aus, wie sich die Formel verwenden lässt, um die Größe der Population abzuleiten, ohne einzelne Individuen zu zählen. Sein Gegenüber hegt den Verdacht, sein Freund mache Witze, ist sich aber nicht völlig sicher, daher fragt er nach weiteren Symbolen. Schließlich stößt er auf eines, das so aussieht: π.
«Was ist das? Sieht irgendwie vertraut aus.»
«Ja, das ist Pi – das Verhältnis vom Umfang des Kreises zu seinem Durchmesser.»
«Jetzt weiß ich, dass du mich aufziehst!», antwortet sein Freund. «Was in aller Welt sollte ein Kreis mit der Populationsgröße zu tun haben?»
Der erste Punkt bei dieser Geschichte ist, dass die Skepsis des Freundes durchaus vernünftig war. Schließlich geht es in dem einen Fall um Geometrie, in dem anderen um Menschen. Der zweite Punkt ist, dass es trotz des gesunden Menschenverstands eine Verbindung gibt. Die Glockenkurve basiert auf einer Formel, in der π vorkommt. Dabei handelt es sich nicht lediglich um eine bequeme Näherung, sondern tatsächlich um das gute alte π. Aus welchem Grund diese Zahl im Kontext der Glockenkurve auftaucht, ist selbst für Mathematiker alles andere als intuitiv einsichtig, und man benötigt fortgeschrittene Infinitesimalrechnung, um zu verstehen, wie sie da hineinkommt, geschweige denn, warum.
Lassen Sie mich Ihnen eine andere Geschichte über π erzählen. Vor einigen Jahren ließen wir das Bad im Parterre renovieren. Spencer, ein erstaunlich vielseitiger Handwerker, der das Bad neu kacheln sollte, fand heraus, dass ich populäre Bücher über Mathematik schreibe. «Ich habe da ein Mathematikproblem für Sie», eröffnete er mir. «Ich soll einen kreisrunden Boden fliesen und muss die Fläche wissen, um zu berechnen, wie viele Kacheln ich brauche. Da gibt es eine Formel, die sie uns beigebracht haben …»
«Pi r2», antwortete ich.
«Genau, das ist sie!» Also erinnerte ich ihn daran, wie man die Formel benutzt. Er zog glücklich mit der Antwort auf sein Fliesenproblem, einem signierten Exemplar eines meiner Bücher und der Erkenntnis von dannen, dass die Mathematik, die er in der Schule gelernt hatte, entgegen dem, was er bislang geglaubt hatte, für seine gegenwärtige Tätigkeit durchaus von Nutzen war.
Der Unterschied zwischen den beiden Geschichten ist deutlich. In der zweiten Story taucht π auf, weil es von vornherein eingeführt wurde, um genau diese Art von Problem zu lösen. Es ist eine einfache, direkte Geschichte über die Nützlichkeit von Mathematik. In der ersten Geschichte taucht π ebenfalls auf und löst das Problem, doch seine Präsenz ist eine Überraschung. Es ist eine Geschichte über verblüffende und auf den ersten Blick unplausible Nützlichkeit: eine Anwendung einer mathematischen Idee auf ein Gebiet, das sich völlig von den Ursprüngen der Idee unterscheidet.
***
In diesem Buch werde ich nicht viel über vernünftige Anwendungen meines Fachs schreiben. Sie sind wertvoll, sie sind interessant, sie gehören ebenso zur mathematischen Landschaft wie alles andere, sie sind ebenso wichtig – aber sie lassen uns nicht erstaunt die Augenbrauen hochziehen und «Wow!» rufen. Zudem können sie diejenigen, die das Sagen haben, zu der Vorstellung verleiten, der einzige Weg, Fortschritte in der Mathematik zu machen, bestehe darin, Probleme auszuwählen und dann die Mathematiker dazu zu bringen, Lösungsmethoden zu entwickeln. An einer solchen zielorientierten Suche ist nichts auszusetzen, doch es ist, als kämpfe man mit einem auf den Rücken gebundenen Arm. Die Geschichte hat immer wieder den Wert des zweiten Arms gezeigt, die erstaunliche Bandbreite der menschlichen Fantasie. Was der Mathematik ihre Macht gibt, ist die Kombination dieser beiden Denkansätze. Jeder ergänzt den anderen.
Beispielsweise beschäftigte sich der große Mathematiker Leonhard Euler 1736 mit einem kuriosen kleinen Rätsel, bei dem es um Leute ging, die verschiedene Brücken überquerten. Er wusste, dass es interessant war, denn es erforderte offenbar eine neue Art von Geometrie, die die üblichen Vorstellungen von Längen und Winkeln über den Haufen warf. Er konnte jedoch nicht ahnen, dass das Thema, das er damals aus der Taufe hob, im 21. Jahrhundert dazu beitragen würde, mehr Patienten mit einem Nierentransplantat zu versorgen. Zum einen wären Nierentransplantationen damals als reine Fiktion erschienen, zum anderen hätte, selbst wenn das nicht so gewesen wäre, jede Verbindung mit dem Rätsel geradezu lachhaft gewirkt.
Und wer hätte sich vorstellen können, dass die Entdeckung raumfüllender Kurven – Kurven, die durch jeden Punkt einer quadratischen Fläche laufen – «Essen auf Rädern» helfen könnte, seine Lieferrouten zu planen? Sicherlich nicht die Mathematiker, die solche Fragen in den 1890er-Jahren untersuchten und sich dafür interessierten, wie sich so esoterische Konzepte wie «Kontinuität» und «Dimension» definieren ließen – und die schließlich herausfanden, dass lang gehegte mathematische Überzeugungen falsch sein können. Viele ihrer Kollegen taten das ganze Unterfangen als irregeleitet und destruktiv ab. Schließlich mussten jedoch alle erkennen, dass es nichts nützt, in Wunschdenken zu verharren und vorzugeben, alles sei in Ordnung, wenn das Gegenteil der Fall ist.
Nicht nur die Mathematik der Vergangenheit wird in dieser Weise genutzt. Die Nierentransplantationsmethoden basieren auf zahlreichen modernen Erweiterungen von Eulers ursprünglicher Erkenntnis, darunter leistungsstarke Algorithmen zur kombinatorischen Optimierung – eine Methode, die beste Wahl unter einer großen Fülle von Möglichkeiten zu treffen. Zu den zahllosen mathematischen Techniken, die Animatoren in der Filmbranche benutzen, zählen viele, deren Ursprung lediglich ein Jahrzehnt oder weniger zurückreichen. Ein Beispiel ist der «Formenraum» (shape space), ein unendlichdimensionaler Raum von Kurven, die als gleich betrachtet werden, wenn sie sich nur durch einen Wechsel des Koordinatensystems unterscheiden. Sie werden dazu verwendet, Animationssequenzen glatter und damit natürlicher erscheinen zu lassen. Die persistente Homologie, eine andere, erst kürzlich erfolgte Entwicklung, entstand, weil reine Mathematiker komplexe topologische Invarianten berechnen wollten, die multidimensionale Löcher in geometrischen Formen zählen. Ihre Methode erwies sich auch als effiziente Möglichkeit sicherzustellen, dass Sensornetze eine vollständige Abdeckung liefern, wenn sie Gebäude oder Militärbasen vor Terroristen oder anderen Kriminellen schützen. Abstrakte Konzepte aus der algebraischen Geometrie – Isogenie-Graphen von supersingulären Kurven – können Kommunikationen über das Internet gegen den Angriff von Quantencomputern sichern. Diese Entwicklungen sind so neu, dass sie gegenwärtig erst in rudimentärer Form existieren, doch wenn sie ihrem Anspruch gerecht werden, können sie schon bald die heutigen Kryptosysteme obsolet machen.
Die Mathematik bringt solche Überraschungen keineswegs nur vereinzelt hervor, sondern so etwas kommt erstaunlich oft vor. Diese Überraschungen sind nach Ansicht vieler Mathematiker die interessantesten Verwendungsmöglichkeiten des Fachs und die wichtigste Rechtfertigung dafür, Mathematik tatsächlich als seriöses Fach zu betrachten statt lediglich als Trickkiste, in der für jedes Problem der richtige Trick steckt.
Wigner fuhr fort, dass «der enorme Nutzen der Mathematik in den Naturwissenschaften ans Mysteriöse grenzt und … es keine rationale Erklärung dafür gibt». Es stimmt natürlich, dass die Mathematik ursprünglich aus der Behandlung physikalischer Probleme erwuchs, doch Wigner wunderte sich nicht über den Nutzen der Mathematik auf Gebieten, für die sie entwickelt worden war. Was ihn verblüffte, war ihre Effizienz auf scheinbar nicht damit verwandten Gebieten. Die Infinitesimalrechnung entwickelte sich aus Isaac Newtons Erforschung der Planetenbewegungen, daher ist es kaum überraschend, dass sie zum Verständnis der Planetenbahnen beiträgt. Überraschend ist es hingegen, wenn die Infinitesimalrechnung uns statistische Schätzungen menschlicher Populationen ermöglicht, wie in Wigners kleiner Geschichte, wenn sie eine Veränderung der Fischfangzahlen in der Adria im Ersten Weltkrieg[4] erklären kann, wenn sie die Optionskurse im Finanzsektor lenkt, Ingenieuren hilft, Verkehrsflugzeuge zu entwerfen, und eine entscheidende Rolle bei der Telekommunikation spielt. Denn die Infinitesimalrechnung wurde für keines dieser Einsatzgebiete entwickelt.
Wigner hatte recht. Die Art und Weise, wie Mathematik immer wieder uneingeladen in der Physik und in anderen Gebieten menschlicher Aktivität auftaucht, ist wirklich rätselhaft. Ein Lösungsvorschlag besteht darin anzunehmen, dass das Universum «aus Mathematik besteht» und Menschen diese grundlegende Zutat lediglich ans Licht bringen. Ich will über diese These an dieser Stelle nicht diskutieren, doch wenn diese Erklärung korrekt ist, dann ersetzt sie ein Rätsel durch ein noch grundsätzlicheres: Warum besteht das Universum aus Mathematik?
***
Auf einer pragmatischen Ebene kann man argumentieren, dass die Mathematik einige Eigenschaften aufweist, die dazu beitragen, dass sie im Wigner’schen Sinne unplausibel nützlich ist. Zu diesen Eigenschaften gehören, da stimme ich zu, ihre zahlreichen Verbindungen zu den Naturwissenschaften, die sich in unserer Welt als umwälzende Technologien manifestieren. Viele der großen mathematischen Neuerungen sind in der Tat aus wissenschaftlichen Untersuchungen erwachsen. Andere wurzeln in menschlichen Anliegen. Zahlen wurden erfunden, um die Buchführung zu erleichtern (wie viele Schafe besitze ich?). Geometrie bedeutet so viel wie «Erdvermessung» und stand in enger Beziehung zu Landbesteuerung und im Alten Ägypten zum Bau der Pyramiden. Die Trigonometrie erwuchs aus Astronomie, Navigation und Landkartenherstellung.
Das allein ist jedoch keine befriedigende Antwort. Viele andere große mathematische Innovationen waren nicht die Folge wissenschaftlicher Untersuchungen oder menschlicher Bedürfnisse. Primzahlen, komplexe Zahlen, abstrakte Algebra, Topologie – die primäre Motivation für diese Entdeckungen bzw. Erfindungen war menschliche Neugier und ein Gefühl für Muster. Das ist ein zweiter Grund, warum Mathematik so effizient ist: Mathematiker suchen nach Mustern und enthüllen grundlegende Strukturen. Sie suchen nach Schönheit – nicht Schönheit der Form, sondern der Logik. Als Newton versuchte, die Bewegung der Planeten zu verstehen, fand er die Lösung, als er wie ein Mathematiker dachte und nach tiefer liegenden Gesetzmäßigkeiten hinter den astronomischen Rohdaten suchte. Dabei entdeckte er das Gravitationsgesetz.[5] Viele der größten mathematischen Ideen hatten überhaupt keinen Bezug zur realen Welt. Pierre de Fermat, ein im 17. Jahrhundert lebender Rechtsgelehrter, der Mathematik zum Vergnügen betrieb, machte grundlegende Entdeckungen in der Zahlentheorie: Er stieß auf tief liegende Muster im Verhalten natürlicher Zahlen. Es sollte drei Jahrhunderte dauern, bis seine Arbeit auf diesem Gebiet praktische Anwendung fand, doch ohne sie wären Geschäftsvorgänge, die das Internet antreiben, heutzutage unmöglich.
Ein anderes Merkmal der Mathematik, das seit Ende des 19. Jahrhunderts zunehmend offensichtlich wird, ist ihre Allgemeingültigkeit. Unterschiedliche mathematische Strukturen weisen viele gemeinsame Merkmale auf. Die Regeln der elementaren Algebra sind dieselben wie diejenigen der Arithmetik. Unterschiedliche Formen der Geometrie (euklidisch, projektiv, nichteuklidisch, sogar Topologie) sind alle eng miteinander verknüpft. Diese verborgene Einheit lässt sich offenlegen, indem man von Anfang an mit allgemeinen Strukturen arbeitet, die spezifischen Regeln gehorchen. Wenn man die Allgemeingültigkeiten versteht, werden alle speziellen Beispiele klar. Das spart eine Menge Arbeit, die sonst vergeudet würde, indem man im Grunde dasselbe viele Male in einer etwas anderen Sprache wiederholt. Dieses Verfahren hat jedoch auch eine Schattenseite: Es hat die Tendenz, das Fach abstrakter zu machen. Statt von vertrauten Dingen wie Zahlen zu sprechen, müssen sich die Verallgemeinerungen auf alles beziehen, das denselben Regeln wie Zahlen gehorcht und Namen trägt wie «Noetherscher Ring», «Tensorkategorie» oder «topologischer Vektorraum». Wenn diese Art Abstraktion ins Extrem getrieben wird, kann es schwer werden zu verstehen, was die Verallgemeinerungen sind, geschweige denn, wie man sie nutzen kann. Dennoch sind sie so nützlich, dass unsere moderne Welt ohne sie nicht funktionieren würde. Sie möchten gern Netflix schauen? Jemand muss die Mathematik dafür erarbeiten. Das ist keineswegs Zauberei, fühlt sich allerdings so an.
Ein viertes Merkmal der Mathematik, das für diese Diskussion von großer Bedeutung ist, ist ihre Übertragbarkeit. Sie ist eine Konsequenz der Allgemeingültigkeit und der Grund dafür, dass Abstraktion nötig ist. Ganz gleich, um welches Problem es sich handelt, besitzt ein mathematisches Konzept oder eine mathematische Methode ein Niveau der Allgemeingültigkeit, das oft erlaubt, sie auf ganz verschiedene Probleme anzuwenden. Jedes Problem, das entsprechend umformuliert werden kann, ist dann einfach zu lösen. Die einfachste und effizienteste Art, übertragbare Mathematik zu schaffen, besteht darin, Übertragbarkeit von Anfang an einzubauen, indem man die Allgemeingültigkeit deutlich macht.
In den letzten zweitausend Jahren hat die Mathematik ihre Inspiration aus drei Hauptquellen geschöpft: dem Walten der Natur, dem menschlichen Handeln und der Neigung des menschlichen Gehirns, nach Mustern zu suchen. Auf diesen drei Säulen ruht das ganze Fach. Das Wunderbare daran ist, dass Mathematik trotz der vielfältigen Hintergründe ein einziges Ganzes ist. Jeder Zweig des Fachs, ganz gleich, welchen Ursprung und welches Ziel er hat, ist inzwischen eng mit jedem anderen Zweig verknüpft – und die Verbindungen werden zunehmend stärker und vielfältiger.
Das verweist auf einen fünften Grund, warum Mathematik auf so unerwartete Weise so nützlich ist: ihre Einheit. Und damit einher geht ein sechster Grund, für den ich im Lauf des Buches zahlreiche Beispiele liefern werde: ihre Vielfalt.
Realität, Schönheit, Allgemeingültigkeit, Übertragbarkeit, Einheit, Vielfalt – zusammen führen sie zu Nützlichkeit.
So einfach ist das.

					Kapitel 2 Wie sich Politiker ihre Wähler aussuchen

				
					Ankh-Morpork hat viele Regierungsformen ausprobiert und sich schließlich für die Art von Demokratie entschieden, die als Ein Bürger, Eine Stimme bekannt ist. Der Patrizier war Der Bürger. Er hatte Die Stimme.

					Terry Pratchett, Gevatter Tod

				
Den alten Griechen verdankt die Welt viele Dinge – Lyrik, Drama, Bildhauerei, Philosophie und Logik. Ihnen verdanken wir auch Geometrie und Demokratie, die enger miteinander verknüpft sind, als irgendjemand vermutet hätte, am wenigsten die Griechen selbst. Zweifellos verkörperte das politische System im alten Athen eine sehr eingeschränkte Form der Demokratie; nur freie Männer durften wählen, weder Frauen noch Sklaven. Doch selbst unter diesen Umständen war die attische Demokratie in einem Zeitalter, das von Herrschern in Erbfolge, Diktatoren und Tyrannen dominiert wurde, ein echter Fortschritt. Das galt auch für die griechische Geometrie, bei der Euklid von Alexandria die Bedeutung klar und präzise definierter Grundannahmen betonte, von denen sich alles Weitere in logischer und systematischer Weise ableiten ließ.
Wie in aller Welt lässt sich Mathematik auf Politik anwenden? In der Politik geht es um zwischenmenschliche Beziehungen, Übereinkünfte und Verpflichtungen, in der Mathematik hingegen um kalte, abstrakte Logik. In politischen Kreisen triumphiert Rhetorik über Logik, und die wertfreien Berechnungen der Mathematik scheinen vom politischen Hickhack meilenweit entfernt. Aber eine demokratische Politik muss Regeln folgen, und Regeln haben Konsequenzen, die man bei ihrer Einführung nicht immer vorhersehen kann. Euklids Pionierwerk der Geometrie, seine berühmten Elemente, setzte einen Standard, was das Ableiten von Konsequenzen aus Regeln anging. Tatsächlich ist das keine schlechte Definition für die Mathematik insgesamt. Nach nur 2500 Jahren beginnt die Mathematik jedenfalls, die politische Welt zu infiltrieren.
Eines der kuriosen Merkmale der Demokratie ist, dass Politiker, die behaupten, eifrige Verfechter der Idee zu sein, Entscheidungen sollten vom «Volk» getroffen werden, immer wieder große Mühen in Kauf nehmen, um sicherzustellen, dass genau dies nicht passiert. Diese Neigung lässt sich direkt bis zur ersten Demokratie im alten Griechenland zurückverfolgen, wo nur erwachsene männliche Athener – ungefähr ein Drittel der erwachsenen Bevölkerung – das Recht hatten zu wählen. Von dem Augenblick an, an dem die Idee geboren wurde, Führer zu wählen und eine politische Richtung via Volksabstimmung festzulegen, kam auch die noch weit attraktivere Idee auf, den ganzen Prozess zu unterlaufen, indem man kontrolliert, wer wählen darf und wie viel eine Stimme wert ist. Das ist selbst dann recht einfach, wenn jeder Wähler eine einzige Stimme hat, denn die Wirksamkeit einer Stimme hängt vom Kontext ab, in dem sie abgegeben wird, und diesen Kontext kann man beeinflussen. Wie Wayne Dawkins, Professor für Journalismus, feinsinnig bemerkte, führt das dazu, dass Politiker sich ihre Wähler aussuchen statt die Wähler ihre Politiker.[6]
An dieser Stelle kommt die Mathematik ins Spiel. Nicht in der Hitze der politischen Debatte, sondern in der Struktur der Diskussionsregeln und bei dem Kontext, in dem sie gelten. Die mathemaische Analyse lässt sich in beide Richtungen anwenden. Einerseits kann sie neue, abgefeimte Methoden aufzeigen, um Wählerstimmen zu manipulieren. Andererseits kann sie aber auch einen Schweinwerfer auf solche Praktiken richten und klare Beweise für derartige Manipulationen liefern, wodurch sich solches Tun manchmal verhindern lässt.
Die Mathematik sagt uns zudem, dass jedes demokratische System zwangsläufig Elemente eines Kompromisses enthalten muss. Man kann nicht alles verwirklichen, was man möchte, wie wünschenswert es auch sein mag, denn diese Wunschlisten sind oft voller Widersprüche.
***
Am 26. März 1812 prägte die Boston Gazette einen neuen Begriff: gerrymandering. Ursprünglich Gerry-mander geschrieben, handelt es sich um einen Begriff, den Lewis Carroll später als «Kofferwort» bezeichnete, das durch das Zusammenfügen zweiter Standardworte entsteht. «Mander» war das Ende, der Schwanz von «Salamander», und «Gerry» war das Ende von Elbridge Gerry, dem Gouverneur von Massachusetts. Wir wissen nicht genau, wer als Erster auf die Idee kam, die beiden Schwänze zusammenzufügen, doch Indizien sprechen nach Meinung vieler Historikern dafür, dass es einer der Redakteure der Zeitung war, Nathan Hale, Benjamin Russell oder John Russell. Ursprünglich wurde «Gerry» mit einem harten G wie in «Gary» ausgesprochen, doch «gerrymander» hat ein weiches G, wie in «Jerry».
Was hatte Elbridge Gerry getan, dass sein Nachname mit dem Schwanz eines Lurchs kombiniert wurde, dem Tier, das der mittelalterlichen Legende nach im Feuer hauste?
Er hatte eine Wahl manipuliert.
Genauer gesagt, war Gerry verantwortlich für einen Gesetzentwurf, der die Wahlbezirksgrenzen für die Senatswahlen in Massachusetts neu festlegte. Distriktierung, wie dieses Verfahren genannt wird, führt natürlich zu Grenzen; es ist seit Langem in den meisten Demokratien gang und gäbe. Der offenkundige Grund ist Praktikabilität: Entscheidungen lassen sich nur schwer herbeiführen, wenn die ganze Bevölkerung über jeden Vorschlag abstimmen muss. (Die Schweiz kommt dem nahe: Bis zu vier Mal im Jahr wählt der Bundesrat Vorschläge aus, die den Bürgern des Landes zur Abstimmung vorgelegt werden; im Grunde handelt es sich um eine Reihe von Referenden. Andererseits dürfen Frauen erst seit 1971 ebenfalls abstimmen, im Kanton Appenzell Innerrhoden sogar erst seit 1990.) Die althergebrachte Lösung besteht darin, dass die Wähler eine viel kleinere Zahl von Repräsentanten bestimmen, die an ihrer Stelle die Entscheidungen treffen. Eine der faireren Methoden ist die Proportional- oder Verhältniswahl: Die Anzahl der Vertreter einer bestimmten politischen Partei ist der Anzahl der Stimmen proportional, die auf diese Partei entfallen. Häufiger kommt es vor, dass die Bevölkerung in Wahlkreise eingeteilt wird und jeder Wahlkreis eine Reihe von Vertretern wählt, die grob der Anzahl von Wählern in diesem Bezirk proportional ist.
So wählt jeder Staat bei der US-amerikanischen Präsidentschaftswahl beispielsweise eine festgelegte Anzahl von Wahlmännern und -frauen (Electors) – das Wahlmännergremium (Electoral College). Jedes Mitglied dieses Wahlausschusses hat eine Stimme, und die einfache Mehrheit dieser Stimmen entscheidet, wer Präsident wird. Das System stammt noch aus der Zeit, als die einzige Möglichkeit, eine Botschaft aus dem amerikanischen Hinterland in die Machtzentren zu befördern, darin bestand, einen Brief per reitendem Boten auf dem Pferderücken oder via Postkutsche zu befördern. Fernzüge und der Telegraf kamen erst später. In jenen Tagen dauerte es zu lange, die Stimmen einer großen Zahl von Wählern auszuzählen.[7] Dieses System legte die Macht jedoch in die Hände der Mitglieder des Wahlausschusses. Bei den britischen Parlamentswahlen ist das Land in (vorwiegend geografische) Wahlbezirke eingeteilt, von denen jeder ein Mitglied des Parlaments (MP) wählt. Dann bildet die Partei (oder in einer Koalition die Parteien) mit den meisten MPs die Regierung und wählt einen ihrer MPs mittels verschiedener Verfahren zum Premierminister.
Darüber hinaus gibt es einen verborgenen Grund, demokratische Entscheidungen nur von einer kleinen Zahl von Auserwählten vornehmen zu lassen: Das macht es leichter, das Votum zu manipulieren. Alle solche Systeme haben angeborene Schwachstellen, die oft zu seltsamen Ergebnissen führen, und gelegentlich können sie dazu missbraucht werden, sich über den Willen des Volkes hinwegzusetzen. In mehreren US-amerikanischen Präsidentschaftswahlen in jüngerer Zeit war die Zahl der Stimmen, die für den unterlegenen Kandidaten abgegeben wurde, höher als die Zahl der Stimmen für den Sieger. Zugegeben, die gegenwärtige Methode zur Bestimmung des Präsidenten ist nicht von der Anzahl der direkten Stimmen (Popular Vote) abhängig, doch in der Ära moderner Kommunikationsmittel ist der einzige Grund, nicht zu einem faireren System überzugehen, dass eine ganze Menge mächtiger Leute das System so bevorzugt, wie es ist.
Das grundlegende Problem hier sind die «verschwendeten Stimmen». In jedem Bundesstaat benötigt der Kandidat eine Stimme mehr als die Hälfte der Gesamtstimmen (oder eine halbe Stimme, wenn die Gesamtzahl ungerade ist), um zu gewinnen; sämtliche zusätzliche Stimmen über diese Schwelle hinaus machten keinen Unterschied für das, was auf der Ebene des Wahlausschusses geschieht. So erhielt Donald Trump 2016 im Wahlausschuss 304 Stimmen, Hilary Clinton hingegen nur 227, doch was die direkten Stimmen betraf, lag Clinton mit 2,87 Millionen Stimmen vor Trump. Daher wurde Trump zum fünften US-Präsidenten gewählt, obwohl er bei den direkten Stimmen unterlegen war.
[image: Die Zeichnung des originalen Gerry-manders.]
					Abb. 2 Unterteilung von Jerimandia. Oben links: Fünfzig Regionen sollen in fünf Distrikte mit jeweils zehn Einheiten unterteilt werden. Es ist bekannt, dass die Wähler entsprechend der Schattierung die Hell- bzw. die Dunkel-Partei bevorzugen. Oben rechts: Durch Packing gelingt es Hell, drei Wahlkreise zu erobern, während für Dunkel nur zwei bleiben. Unten links: Durch Cracking gewinnt Dunkel alle fünf Wahlkreise. Unten rechts: Diese Anordnung würde zu einer proportionalen Repräsentation führen.


				
Die Grenzen der amerikanischen Bundesstaaten sind im Wesentlichen unverrückbar und daher kein Thema für Distriktierung. Bei anderen Wahlen können die Grenzen der Bezirke bzw. Wahlkreise – gewöhnlich von der Partei, die gerade an der Macht ist – neu zugeschnitten werden, und ein heimtückischer Missstand wird sichtbar. Die machthabende Partei kann nämlich die Grenzen so legen, dass eine ungewöhnlich große Anzahl Stimmen für die gegnerische Partei verloren geht: Stichwort für Elbridge Gerry und die Senatswahl. Als sich die Wähler in Massachusetts die Karte der Wahlkreise anschauten, sahen die meisten Bezirke ganz normal aus. Einer jedoch nicht. Er vereinte zwölf Landkreise vom Westen bis zum Norden des Bundesstaates zu einer einzigen weitläufigen, mäandernden Region. Den politischen Cartoonisten der Karikatur, die kurz darauf in der Boston Gazette erschien – wahrscheinlich war es der Zeichner, Designer und Graveur Elkanah Tisdale – erinnerte dieser Distrikt stark an einen Salamander.
Gerry gehörte der Demokratisch-republikanischen Partei an, die im Wettstreit mit den Föderalisten lag. Bei der Wahl 1812 gewannen die Föderalisten das Repräsentantenhaus und den Gouverneursposten im Staat, und Gerry verlor sein Amt. Sein Neuzuschnitt der Wahlkreise für den Senat funktionierte jedoch bestens, und dort blieb seine Partei mit komfortablem Vorsprung an der Macht.
***
Die Mathematik des Gerrymandering beginnt damit sich anzuschauen, wie die Leute dabei vorgehen. Es gibt prinzipiell zwei Möglichkeiten: Packing und Cracking. Beim Packing werden die Stimmen der eigenen Unterstützer möglichst gleichmäßig verteilt, doch so, dass der eigenen Seite in möglichst vielen Wahlkreisen eine kleine, aber entscheidende Mehrheit bleibt, während man dem Gegner den Rest überlässt. Pech gehabt, Opposition. Beim Cracking werden die oppositionellen Stimmen auf möglichst viele Wahlkreise aufgeteilt, sodass die Opposition möglichst viele Wahlkreise verliert. Durch ein Verhältniswahlrecht, bei dem die Zahl der Repräsentanten der Gesamtzahl der Stimmen, die eine jede Partei auf sich vereint hat, proportional ist (oder dem so nahe kommt, wie angesichts der Zahlen möglich), lassen sich diese Tricks vermeiden, und es ist fairer. Nicht überraschend macht die amerikanische Verfassung die Verhältniswahl illegal, denn dort ist festgelegt, dass Wahlbezirke nur einen einzigen Repräsentanten haben dürfen. 2011 gab es in Großbritannien ein Referendum über eine andere Alternative, die sogenannte übertragbare Einzelstimmgebung, aber die Bevölkerung lehnte diese Veränderung ab. In Großbritannien hat es niemals eine Abstimmung über das Verhältniswahlrecht gegeben.
Hier ein konstruiertes Beispiel mit einer sehr einfachen Geografie und Wählerverteilung, das zeigen soll, wie Packing und Cracking funktionieren.
Im Staat Jerimandia konkurrieren zwei politische Parteien, Hell und Dunkel, um die Macht. Es gibt fünfzig Regionen, die in fünf Wahlbezirke unterteilt werden sollen. Bei den letzten Wahlen hat Hell eine Mehrheit in zwanzig dieser Wahlbezirke errungen, alle im Norden, Dunkel hingegen in den dreißig südlichen Regionen (Abb. 2, oben links). Die Hell-Regierung, die bei der letzten Wahl gerade so eben ins Amt gerutscht war, hat die Wahlkreise im Staat neu zugeschnitten, indem sie in drei der Bezirke mehr ihrer Anhänger gepackt hat (oben rechts), sodass sie drei Wahlkreise gewinnt, Dunkel hingegen nur zwei. Daraufhin klagt Dunkel vor Gericht gegen diesen Neuzuschnitt, und zwar mit dem Argument, dass die Formen der Wahlkreise offensichtlich auf Gerrymandering hindeuten; auf diese Weise gelingt es der Partei, die Kontrolle über den Neuzuschnitt für die nächste Wahl zu bekommen, und sie setzt Cracking (unten links) ein, um sicherzustellen, dass sie alle fünf Wahlbezirke gewinnt.
[image: Vier Beispiele für unterschiedliches Gerrymandering desselben Wahlbezirks.]
					Abb. 1 Der Gerry-mander, vermutlich 1812 gezeichnet von Elkanah Tisdale.


				
Wenn die Wahlkreise aus zehn der kleinen quadratischen Regionen bestehen müssen, ist das beste Ergebnis, das Hell durch Packing erzielen kann, drei Wahlkreise von fünf. Hell muss sechs von zehn Regionen gewinnen, um einen Wahlkreis zu erobern, und die Partei kontrolliert zwanzig Regionen; das gibt ihr drei Sechser plus einem Zweier, der vergeudet ist. Das beste Ergebnis, das Dunkel durch Cracking erzielen kann, ist der Gewinn aller fünf Wahlkreise. Bei einem Verhältniswahlrecht würde Hell zwei Wahlkreise, Dunkel hingegen drei Wahlkreise gewinnen, wie in Abbildung 2 unten rechts dargestellt. (In der Praxis wird eine proportionale Repräsentation nicht durch Distriktierung erreicht.)
***
Länder, die von Diktatoren oder Beinahe-Diktatoren beherrscht werden, führen gewöhnlich Wahlen durch, um der Welt zu zeigen, wie demokratisch sie doch sind. Diese Wahlen sind in der Regel manipuliert, und selbst wenn juristische Anfechtungen erlaubt sind, führen diese nie zum Erfolg, weil die Gerichtsentscheidungen ebenfalls manipuliert sind. In anderen Ländern ist es nicht nur möglich, gegen sämtliche Neuzuschnitte von Wahlkreisen zu klagen, sondern es besteht auch die Chance zu gewinnen, da das Gericht weitgehend unabhängig von der Regierungspartei urteilt. Ausgenommen sind natürlich Ernennungen von Richtern auf Basis von Parteiinteressen.
In solchen Fällen ist das Hauptproblem, dem sich die Richter gegenübersehen, kein politisches. Es besteht darin, objektive Methoden zu finden, um festzustellen, ob es zu Gerrymandering gekommen ist. Für jeden «Experten», der sich die Karte anschaut und erklärt, es läge eine Wahlkreismanipulation vor, lässt sich ein anderer finden, der zum entgegengesetzten Urteil kommt. 
Hier ist eindeutig die Mathematik gefragt. Formeln oder Algorithmen können quantifizieren, ob Bezirksgrenzen in einem klar definierten Sinne vernünftig und fair sind oder künstlich und tendenziös. Die Entwicklung dieser Formeln oder Algorithmen ist, in sich gesehen, kein objektiver Prozess, doch wenn man sich einmal über die Vorgehensweise geeinigt hat (was teilweise ein politischer Prozess ist), wissen alle Betroffenen, was gilt, und ihre Resultate können unabhängig verifiziert werden. Das liefert dem Gericht eine logische Basis für seine Entscheidungen.
Hat man die hinterlistigen Methoden erst einmal verstanden, die Politiker einsetzen können, um einen parteiischen Neuzuschnitt von Wahlkreisen in die Wege zu leiten, kann man mathematische Größen oder Regeln entwickeln, um solche Manipulationen zu entdecken. Keine derartige Regel ist perfekt – tatsächlich lässt sich beweisen, dass so etwas unmöglich ist, worauf ich zurückkommen werde, sobald wir das nötige Hintergrundwissen haben, um richtig einzuschätzen, was es uns sagt. Gegenwärtig sind fünf unterschiedliche Ansatzformen in Gebrauch:
	Man stößt auf eigenartig geformte Wahlkreise.

	Man findet Ungleichgewichte im Verhältnis von Sitzen und Stimmen.

	Man quantifiziert, wie viele verschwendete Stimmen eine gegebene Einteilung produziert, und vergleicht dies mit dem, was gesetzlich als noch akzeptabel angesehen wird.

	Man betrachtet alle möglichen Wahlkarten, schätzt das wahrscheinliche Ergebnis in Bezug auf Sitze anhand der vorliegenden Wählerdaten ab und schaut, ob die vorgeschlagene Karte ein statistischer Ausreißer ist.

	Man setzt Protokolle auf, die sicherstellen, dass die schließlich getroffene Entscheidung fair ist, als fair angesehen wird und von beiden Parteien als fair akzeptiert ist.



Der fünfte Punkt ist der überraschendste, und das Überraschende ist, dass er tatsächlich erfüllt werden kann. Wir wollen uns die einzelnen Punkte einen nach dem anderen vornehmen und uns die Überraschung bis zuletzt aufheben.
***
Zunächst schauen wir auf eigenartige Formen. Bereits 1787 schrieb James Madison in The Federalist Papers, dass «die natürliche Grenze der Demokratie diejenige Entfernung von dem Zentralpunkt ist, die den am weitesten entfernt wohnenden Bürgern gerade noch erlaubt, sich so oft dort zu versammeln, wie es ihre öffentlichen Funktionen verlangen». Wörtlich genommen, heißt das: Madison schlug vor, Wahlkreise annährend kreisförmig zu gestalten und nicht so groß, dass die Reisezeit, um von der Peripherie ins Zentrum zu gelangen, unsinnig lang wird.
Stellen Sie sich zum Beispiel vor, dass sich die Hauptunterstützung für eine politische Partei in Küstenregionen konzentriert. Wenn man all diese Wähler in einem einzigen Wahlkreis vereint, führt dies zu einer langen, dünnen, gewundenen Form, die sich längs der Küste zieht – vollkommen unnatürlich im Vergleich zu all den anderen hübschen, kompakten, vernünftigen Wahlkreisen. Es würde schwerfallen, nicht zu dem Schluss zu kommen, dass da etwas Zweifelhaftes dahintersteckt, mit dem sichergestellt werden soll, dass eine Menge Stimmen für die Partei verschwendet sind. Wahlkreise, bei denen Gerrymandering im Spiel ist, verraten ihren parteiischen Zuschnitt häufig durch ihre seltsame Form, wie es auch bei dem ursprünglichen Wahlkreis der Fall war, dem diese Art der Manipulation ihren Namen verdankt.
Die juristische Zunft kann bis in alle Ewigkeit darüber diskutieren, was eine seltsame Form ist. Daher schlugen die Rechtsanwälte Daniel Polsby und Robert Popper 1991 einen Weg vor, der es erlaubt zu quantifizieren, wie seltsam eine Form ist; heute spricht man vom Polsby-Popper-Maß.[8] Dieser Wert wird berechnet als

					4π mal Fläche des Bezirks/Quadrat des Umfangs des Bezirks.

				
Jeder, der etwas Gefühl für Mathematik hat, schaut sofort auf den Faktor 4π. Genauso, wie sich Wigners Freund wunderte, wie Populationen etwas mit Kreisen zu tun haben können, können wir fragen, was Kreise mit politischer Distriktierung zu tun haben. Die Antwort ist erfrischend einfach und direkt: Der Kreis ist die kompakteste mögliche Region.
Diese Tatsache hat eine lange Vorgeschichte. Antiken griechischen und römischen Quellen zufolge, vor allem Vergils Epos Aeneis und Gnaeus Pompeius Trogus’ Historiae Philippicae, wurde der Stadtstaat Karthago von Königin Dido gegründet. Trogus’ historischer Bericht wurde von Junianus Justinus im 3. Jahrhundert n. Chr. zusammengefasst und erzählt eine eindrucksvolle Legende: Dido und ihr Bruder Pygmalion waren die gemeinsamen Erben eines namenlosen tyrischen Königs. Als der König starb, verlangte die Bevölkerung, Pygmalion sollte trotz seiner Jugend Alleinregent werden. Dido heiratete ihren Onkel Acerbas, der Gerüchten zufolge über einen großen geheimen Schatz verfügte, den Pygmalion sich aneignen wollte; daher ermordete er Acerbas. Dido gab vor, den angeblichen Goldschatz ins Meer zu werfen, warf aber nur Sandsäcke hinein. Da sie eine kluge Frau war und Pygmalions Zorn fürchtete, floh sie zuerst nach Zypern und später dann an die nordafrikanische Küste. Dort bat sie den Berberkönig Iarbas um ein kleines Stück Land, wo sie sich eine Weile ausruhen könne, und der König sagte ihr so viel Land zu, wie sie mit einer Ochsenhaut umspannen könne. Daraufhin zerschnitt Dido die Haut in sehr feine Streifen und legte einen Kreis um einen nahe gelegenen Hügel, der bis heute Byrsa («Haut») genannt wird. Aus dieser Ansiedlung wurde die Stadt Karthago, und als Karthago reich wurde, erklärte Iarbas Dido, sie müsse ihn heiraten, oder die Stadt werde zerstört werden. Daraufhin stapelte Dido zahlreiche Menschenopfer auf einem großen Scheiterhaufen auf und gab vor, dies zu Ehren ihres ersten Ehemanns zu tun, um sich auf ihre Ehe mit Iarbas vorzubereiten. Dann erklomm sie den Scheiterhaufen und erklärte, dass sie, statt sich Iarbas’ Wünschen zu beugen, lieber zu ihrem ersten Gatten gehen wolle, und tötete sich mit einem Schwert.
Wir wissen nicht, ob Dido tatsächlich existiert hat, doch Pygmalion ist eine historische Figur, und einige Quellen erwähnen Dido ebenso wie ihn. Daher lohnt es sich nicht, sich über die historische Genauigkeit der Legende den Kopf zu zerbrechen. Sei es, wie es will – in der historischen Legende versteckt sich ein mathematischer Kern: Dido benutzte die Haut, um den Hügel einzukreisen. Warum ein Kreis? Weil – so behaupten Mathematiker – sie wusste, dass bei einem gegebenen Umfang ein Kreis die größte Fläche umfasst.[9] Diese Tatsache, die den eindrucksvollen Namen «isoperimetrische Ungleichung» trägt, war im alten Griechenland bereits empirisch bekannt, wurde aber erst 1879 mathematisch streng bewiesen, als der Mathematiker Karl Weierstraß eine Lücke in fünf verschiedenen Beweisen füllte, die von dem Mathematiker Jakob Steiner, der sich vor allem mit Geometrie beschäftigte, veröffentlicht worden waren. Wenn es eine optimale Form gibt, bewies Steiner, muss es der Kreis sein, doch es gelang ihm nicht zu zeigen, dass eine optimale Form existiert.[10]
Die isoperimetrische Ungleichung besagt, dass

					das Quadrat des Umfangs größer oder gleich 4π mal der umschlossenen Fläche ist.

				
Das gilt für jede Form in der Ebene, die gutartig genug ist, einen Umfang und eine Fläche zu haben. Überdies ist die Konstante 4π bestmöglich – sie kann nicht vergrößert werden –, und «größer oder gleich» wird nur dann zu einer Gleichung, wenn die Form ein Kreis ist.[11] Die isometrische Ungleichung ließ Polsby und Popper vermuten, dass die Größe, die ich als Polsby-Popper(PP)-Maß bezeichnet habe, eine effiziente Möglichkeit darstellt, um zu messen, wie rund eine Form ist. Beispielsweise beträgt der Wert für die folgenden Formen:

					Kreis: PP-Maß = 1

					Quadrat: PP-Maß = 0,78

					Gleichseitiges Dreieck: PP-Maß = 0,6

				
Der Wert des Gerry-manders liegt bei 0,25.
Das PP-Maß weist jedoch ernste Mängel auf. Manchmal sind seltsame Formen aufgrund der lokalen Geografie, wie Flüsse, Seen, Wälder und die Form der Küstenlinie, unvermeidbar. Überdies kann ein Wahlbezirk hübsch kompakt, aber dennoch klar manipuliert sein. Ein Grenzziehungsplan 2011 für die Wahl des Parlaments in Pennsylvania war sehr verzerrt und künstlich, daher entwickelten die Republikaner im Landtag Vorschläge für einen Neuzuschnitt. Der Entwurf für die Wahlbezirke waren den fünf Punkten zufolge, die der Supreme Court festgelegt hatte, sehr kompakt, doch wie eine mathematische Analyse der Wählerverteilungen in diesen Regionen enthüllte, war die Grenzziehung höchst parteiisch und würde die Wahlergebnisse verzerren.
Selbst der Maßstab, in dem eine Landkarte gezeichnet ist, kann zu Problemen führen. Der Hauptpunkt hier ist fraktale Geometrie. Ein Fraktal ist eine geometrische Form mit detaillierten Strukturen in allen Vergrößerungsstufen. Viele natürliche Formen sehen wie Fraktale aus – jedenfalls ähneln sie Fraktalen weit mehr als Euklids Dreiecken und Kreisen. Küstenlinien und Wolken lassen sich sehr effizient als Fraktale darstellen, die ihre komplexe Struktur einfangen. Der Begriff wurde 1975 von Benoit Mandelbrot geprägt, der das ganze Gebiet der fraktalen Geometrie begründete und vorantrieb. Küstenlinien und Flüsse sind außerordentlich stark gewundene fraktale Kurven, und die gemessene Länge hängt davon ab, wie fein die Skala ist, die man zur Messung benutzt. Technisch gesehen, ist die Länge einer fraktalen Kurve praktisch unendlich, was in unsere alltägliche Realität übersetzt so viel heißt wie «die gemessene Länge wächst ohne Grenze, je genauer man hinschaut». Daher können Anwälte bis zum Sankt-Nimmerleinstag über die Messung des Umfangs streiten, erst recht darüber, ob der Wahlkreis durch Gerrymandering entstand.
***
Da die Seltsamkeit einer Form so schwer fassbar ist, wollen wir es mit einem direkteren Maß versuchen. Passen die Stimmergebnisse zu dem statistischen Stimmverhalten der Wählerschaft?
Wenn es zehn Sitze zu verteilen gibt und sich die Stimmen 60 zu 40 aufteilen, könnte man erwarten, dass der einen Partei 6 Sitze zufallen, der andern 4. Wenn eine Partei alle Sitze gewinnt, könnte man Gerrymandering vermuten. Aber die Sache ist nicht so einfach. Diese Art von Ergebnissen tritt bei einem Mehrheitswahlsystem häufig auf. Bei der schottischen Parlamentswahl 2019 erhielt die Konservative Partei 44 Prozent der Stimmen, gewann aber 365 von 650 Sitzen, was 56 Prozent der Sitze entspricht. Die Labour-Partei erhielt 32 Prozent der Stimmen und 31 Prozent der Sitze. Die schottischen Nationalisten kamen mit 4 Prozent der Stimmen auf 7 Prozent der Sitze (allerdings ist das ein Spezialfall, denn die Wählerbasis dieser Partei liegt ausschließlich in Schottland). Die Liberaldemokraten gewannen 12 Prozent der Stimmen und 2 Prozent der Sitze. Der größte Teil dieser Diskrepanzen resultierte aus regionalen Wahlmustern, nicht aus seltsam gezogenen Grenzen. Wenn bei einer Zwei-Parteien-Wahl, bei der es um eine Person geht, beispielsweise um den Präsidenten, eine einfache Mehrheit genügt, dann sichern 50 Prozent der Stimmen (plus eine Stimme) 100 Prozent des Amtes.
Hier ein US-amerikanisches Beispiel: In Massachusetts haben sich die Republikaner seit 2000 in Bundes- und Präsidentenwahlen insgesamt mehr als ein Drittel aller Stimmen gesichert. Einen Sitz im Repräsentantenhaus des Staates haben die Republikaner jedoch das letzte Mal 1994 gewonnen. Gerrymandering? Wahrscheinlich nicht. Wenn das eine Drittel republikanischer Wähler ziemlich gleichmäßig über den Staat verteilt lebt, dann bleibt der Anteil republikanischer Wähler in jedem Wahlkreis in etwa ein Drittel – es sei denn, man entwirft geradezu lachhafte Grenzen, die sich um einzelne Häuser einzelner Bürger herum- bzw. zwischen ihnen hindurchschlängeln. Die Demokraten werden demnach das Ganze gewinnen. Und genau das ist passiert.
Bei einer tatsächlich erfolgten Wahl haben Mathematiker gezeigt, dass diese Art Effekt unvermeidbar sein kann, ganz gleich, wie die Grenzen gezogen werden – zumindest ohne einzelne Städte aufzuteilen. Im Jahr 2006 trat Kenneth Chase bei der Wahl zum US-Senat gegen Edward Kennedy an; damals war Massachusetts für die Kongresswahl in neun Bezirke eingeteilt. Chase holte 30 Prozent aller Stimmen, verlor aber in allen neun Wahlbezirken. Wie Computeranalysen zeigten, gab es keine Möglichkeit, die Wahlkreise so zuzuschneiden, dass es für einen Sieg von Chase gereicht hätte, selbst wenn man diese Wahlkreise unregelmäßig über den Staat verteilt hätte. Chase-Wähler waren einfach ziemlich gleichmäßig in den meisten Städten verteilt; man hätte ihm durch Gerrymandering keinen Sieg zuschieben können, ganz gleich, mit welcher Grenzziehung auch immer.
[image: Zwei Beispiele für unterschiedliches Gerrymandering desselben Wahlbezirks.]
					Abb. 3
							Links: Vorschlag von Hell, der Dunkel zwei Bezirke zu definieren übrig lässt. Rechts: Die kompakteste Wahl, die Dunkel treffen kann.


				
Zurück in Jerimandia, wo Dunkel alle fünf Wahlbezirke gewann: Dort erhob Hell gegen diesen speziellen Neuzuschnitt mit der Begründung Einspruch, die rechteckigen Bezirke seien zu lang und dünn; Dunkel hätte also offensichtlich zu Cracking Zuflucht genommen. Das Gericht entschied, die Bezirke müssten kompakter werden. Hell schlug drei kompakte Bezirke vor und bot Dunkel großzügig an zu entscheiden, wie das, was noch übrig war, geteilt werden sollte. Dunkel erhob erneut Einspruch, denn dieser Zuschnitt gab Hell drei Bezirke und Dunkel nur zwei, obgleich Dunkel mehr Wählerstimmen gesammelt hatte.
Diese Unterteilung legt zwei weitere Missstände beim Einsatz von Kompaktheit zur Aufdeckung von Gerrymandering offen. Obwohl die Aufteilung zweifellos kompakt ist, erhält Hell – nach dieser Einteilung – drei Fünftel der Bezirke bei nur zwei Fünftel der Wählerstimmen. Zudem gibt es keine Möglichkeit, das, was übrig geblieben ist, in zwei kompakte Bezirke zu unterteilen. Die Geografie von Jerimandia macht es schwer, Kompaktheit und Fairness unter einen Hut zu bringen. 
***
Da Kompaktheit offenbar auch nicht die ideale Lösung ist, was können wir noch tun, um einen parteiischen Neuzuschnitt offenzulegen? Das Wahlergebnis sagt uns nicht nur etwas über das Resultat einer Wahl, sondern auch, wie das Ergebnis ausgesehen hätte, wenn die auf jede Partei entfallenen Stimmen um einen bestimmten Betrag verschoben würden. Angenommen, die Anzahl der Stimmen in einem bestimmten Bezirk beträgt 6000 für Dunkel und 4000 für Hell, dann gewinnt Dunkel. Wären 500 Wähler von Dunkel zu Hell gewandert, hätte Dunkel noch immer gewonnen, doch wenn 1001 Wähler von Dunkel zu Hell übergelaufen wären, hätte Dunkel verloren. Wenn Dunkel hingegen 5500 Stimmen bekommen hätte und Hell 4500, hätte es nur 501 Überläufer gebraucht, um das Ergebnis umzukehren. Kurz, die Stimmzahlen in einem Bezirk sagen uns nicht nur, wer gewinnt: Sie sagen uns darüber hinaus auch, wie knapp das Ergebnis war.
Wir können diese Berechnung für jeden Wahlbezirk durchführen und die Ergebnisse zusammenfassen, um zu sehen, wie die Zahl der gewonnenen Sitze mit der Verschiebung der Stimmen variiert und eine Sitze-Stimmen-Kurve erhalten. (Tatsächlich handelt es sich um ein Polygon mit einer Menge gerader Kanten, doch aus Bequemlichkeit glättet man es.) Abbildung  4 zeigt, wie eine Kurve bei einer Wahl in etwa aussehen sollte, bei der die Bezirke nicht manipuliert wurden. Vor allem sollte die Kurve die 50-Prozent-Schwelle der Sitze bei einem Anteil von 50 Prozent der Stimmen schneiden, und sie sollte auf beiden Seiten des Punktes symmetrisch sein, wenn sie um 180° gedreht wird.
Die Abbildung rechts zeigt die Sitze-Stimmen-Kurve für eine Karte, die für die Kongresswahlen in Pennsylvania benutzt wurde, mit den demokratischen Stimmen auf der waagerechten Achse. Die Demokraten hätten rund 57 Prozent der Stimmen gewinnen müssen, um sich 50 Prozent der Sitze zu sichern. Diese Karte wurde später durch das Parlament des Bundesstaates für ungültig erklärt.
In mehreren Fällen wies der Supreme Court, das Oberste Gericht der Vereinigten Staaten, Vorwürfe wegen Gerrymandering zurück, die auf Berechnungen dieser Art basierten, ebenso Anträge, die auf der mangelnden Kompaktheit von Wahlkreisen fußten. Im Fall LULAC v. Perry 2006 verfügte es, dass ein kleiner Teil der Bezirksgrenzen in Texas neu zugeschnitten werden musste, weil ein Bezirk anders zugeschnitten worden war, als es der Voting Rights Act verlangte. Obwohl der Supreme Court parteiisches Gerrymandering zu einem Verstoß gegen die Verfassung erklärt hat, haben die Richter bislang noch keine komplette Wahlkreiskarte zurückgewiesen.
[image: Zwei Kurven, die das Verhältnis von der Anzahl Stimmen zur Anzahl der Sitze zeigen.]
					Abb. 4 Aufgetragen sind Sitze gegen Wählerstimmen. Die waagerechte Achse zeigt den Prozentsatz der Stimmen für eine Partei und reicht von 30 Prozent bis 70 Prozent. Die senkrechte Achse zeigt den Prozentsatz der Sitze, die mit diesem Prozentsatz an Stimmen gewonnen worden wären.


				
Ein Hauptargument, das das Gericht für diese negative Entscheidung anführte, war, dass Methoden wie die Sitze-Stimmen-Kurve auf Hypothesen beruhen – was die Wähler unter verschiedenen Umständen getan hätten. Das ergibt vielleicht für Anwälte einen Sinn, mathematisch ist es jedoch Unsinn, denn die Kurve leitet sich mittels eines genau definierten Verfahrens aus tatsächlichen Wahldaten ab. Die Übernahme von Stimmen aus diesen Daten zur Berechnung der Kurve ist unabhängig davon, was irgendein Wähler in Wirklichkeit getan hätte. Es ist, als schaue man sich ein Basketball-Ergebnis von 101:97 an und käme zu dem Schluss, das Spiel müsse eng gewesen sein, während ein Ergebnis von 120:45 heißt, dass dies nicht der Fall war. Man macht keine Vorhersagen darüber, was einzelne Spieler getan hätten, wenn sie besser oder schlechter gespielt hätten. Daher können wir dies zu der langen und unrühmlichen Liste hinzufügen, die von der Unfähigkeit des Gesetzes und von Juristen zeugt, grundlegende mathematische Sachverhalte zu begreifen oder gar zu würdigen. Die angeblich hypothetische Natur dieses völlig sachgerechten Algorithmus lieferte natürlich die perfekte Entschuldigung dafür, nicht die ganze Karte von Texas für illegal zu erklären.
***
Die beste Weise, fragwürdige juristische Entscheidungen anzupacken, besteht nicht darin zu versuchen, Richter mathematisch besser zu bilden. Also sahen sich diejenigen, die mathematische Methoden suchten, um Wahlkreismanipulationen aufzudecken, nach anderen Messwerten um, die sich nicht aus fadenscheinigen Gründen angreifen ließen. Gerrymandering zwingt die Anhänger einer Partei, einen großen Teil ihrer Stimmen zu verschwenden. Sobald der eigene Kandidat eine Mehrheit hat, haben zusätzliche Stimmen keinen Einfluss auf das Ergebnis. Daher besteht eine Möglichkeit, die Fairness oder Unfairness einer Grenzziehung zu quantifizieren, darin zu verlangen, dass beide Parteien in etwa dieselbe Anzahl an Stimmen vergeuden. Im Jahr 2015 definierten Nicholas Stephanopoulos und Eric McGhee eine Methode, um vergeudete Stimmen zu messen, die sogenannte Effizienzlücke.[12] Im Fall Gill v. Whitford 2016 erklärte ein Gericht in Wisconsin die Karte zur Wahl des Parlaments dieses Bundesstaates für illegal, und die Effizienzlücke spielte bei dieser Entscheidung eine wesentliche Rolle. Um zu sehen, wie man diese Effizienzlücke berechnet, wollen wir uns aus Gründen der Einfachheit auf Wahlen mit nur zwei Kandidaten beschränken.
Es gibt zwei Hauptmöglichkeiten, seine Stimme zu vergeuden. Eine Stimme für den Verlierer ist verschwendet, weil man genauso gut gar nicht zur Wahl hätte gehen können. Zusätzliche Stimmen für den Sieger, nachdem er 50 Prozent erreicht hat, sind aus demselben Grund verschwendet. Diese Aussagen sind von dem aktuellen Ergebnis abhängig und werden in der Rückschau angewandt: Man kann nicht wissen, ob die eigene Stimme vergeudet wäre, bevor man das Ergebnis kennt. In der Parlamentswahl 2020 in Großbritannien erhielt der Labour-Kandidat in meinem Wahlbezirk 19544 Stimmen, der Kandidat der Konservativen hingegen 19143 Stimmen. Labour gewann den Bezirk mit 401 Stimmen Vorsprung von insgesamt 38687 Stimmen, die für beide Parteien abgegeben wurden. Wenn irgendein einzelner Labour-Wähler sich entschieden hätte, nicht zur Wahl zu gehen, hätte die Mehrheit noch immer 400 Stimmen betragen. Doch wenn etwas mehr als 1 Prozent der Labour-Wähler zu Hause geblieben wäre, hätte der konservative Kandidat gewonnen.
Der Definition von verschwendeten Stimmen zufolge vergeudeten die konservativen Wähler insgesamt 19143 Stimmen, die Labour-Wähler hingegen 200 Stimmen. Die Effizienzlücke misst das Ausmaß, in dem eine Partei gezwungen ist, mehr Stimmen zu verschwenden als die andere. In diesem Fall sieht die Rechnung so aus:

					Anzahl der verschwendeten konservativen Stimmen

					minus

					Anzahl der verschwendeten Labour-Stimmen

					geteilt durch

					die Gesamtzahl der Stimmen

				
Das heißt: (19143 – 200)/38687, was 49 Prozent ergibt.
Das ist nur ein einziger Wahlkreis. Die Idee ist, die Effizienzlücke für alle Wahlkreise zusammen zu berechnen und den Gesetzgeber dazu zu bringen, eine juristische Zielmarke zu setzen. Die Effizienzlücke liegt stets zwischen −50 Prozent und +50 Prozent, und eine Lücke von null ist fair. Denn dann verschwenden beide Parteien dieselbe Anzahl an Stimmen, daher kamen Stephanopolous und McGhee zu dem Schluss, dass eine Effizienzlücke von mehr als 8 Prozent nach oben bzw. nach unten ein Hinweis auf Gerrymandering ist.
Auch dieses Maß weist jedoch Mängel auf. Wenn das Ergebnis eng ist, ist eine große Effizienzlücke unvermeidlich, denn einige wenige Stimmen können es von fast +50 Prozent nach fast −50 Prozent umschlagen lassen. Mein Wahlkreis war trotz der Effizienzlücke von +49 Prozent nicht manipuliert. Wenn nur 201 Labour-Wähler stattdessen konservativ gewählt hätten, wären es stattdessen −49 Prozent gewesen. Wenn eine Partei bloß Glück hat und sämtliche Wahlkreise gewinnt, sieht es so aus, als sei das durch Gerrymandering geschehen; demografische Faktoren können die Zahlen verzerren. Im Fall Gill v. Whitford wies die Verteidigung korrekterweise auf diese Mängel hin, doch die Klägerpartei argumentierte erfolgreich, dass diese Einwände im vorliegenden Fall nicht zuträfen. Als allgemeine Kommentare sind diese Einwände jedoch höchst plausibel.
Im Jahr 2015 entdeckten Mira Bernstein und Moon Duchinq[13] weitere Mängel bei der Effizienzlücke, und 2018 schlug Jeffrey Barton eine Verbesserung vor, um diese Mängel zu beheben.[14] Stellen Sie sich zum Beispiel vor, es gebe acht Wahlkreise, und in jedem Wahlkreis erhält Hell 90 Stimmen, Dunkel hingegen die verbleibenden 10. Hell verschwendet 40 × 8 = 320 Stimmen, Dunkel hingegen 10 × 8 = 80, also beträgt die Effizienzlücke (320 − 80)/800 = 0,3 = 30 %. Wenn wir dem Vorschlag einer 8-Prozent-Schwelle folgen, spricht die Größe der Effizienzlücke für ein parteiisches Vorgehen zulasten von Hell. Aber Hell hat alle acht Sitze gewonnen!



















































OEBPS/images/titelei-standard.png





OEBPS/images/titelei-sachbuch.png





OEBPS/images/ABB_978-3-499-00930-3_003.jpg





OEBPS/images/ABB_978-3-499-00930-3_004.jpg
Stimmen HE Stimmen








OEBPS/images/ABB_978-3-499-00930-3_001.jpg
%
b( MANC) HP
A sy o

St . S
N »\"‘{9\"
R






OEBPS/images/ABB_978-3-499-00930-3_002.jpg















OEBPS/toc.xhtml
Die Welt als Zahl

Inhaltsübersicht

		[Cover]

		[Haupttitel]

		[Über dieses Buch]

		[Vita]

		[Impressum]

		[Hinweise des Verlags]

		Kapitel 1 Verblüffende Nützlichkeit

		Kapitel 2 Wie sich Politiker ihre Wähler aussuchen

		Kapitel 3 Lasst die Taube den Bus fahren!

		Kapitel 4 Die Nieren von Königsberg

		Kapitel 5 Gib acht im Cyberspace!

		Kapitel 6 Die Zahlenebene

		Kapitel 7 Papa, kannst du Drillinge multiplizieren?

		Kapitel 8 Boing!

		Kapitel 9 Vertraue mir, ich bin ein Transformer

		Kapitel 10 Bitte recht freundlich!

		Kapitel 11 Sind wir bald da?

		Kapitel 12 Magnetismus – Das Ising-Modell

		Kapitel 13 Rufen Sie einen Topologen

		Kapitel14 Der Fuchs und der Igel

		Anhang

		Register

		Bildnachweis

		Anmerkungen

		[Rowohlt]



PageList

		7

		8

		9

		10

		11

		12

		13

		14

		15

		16

		17

		18

		19

		20

		21

		22

		23

		24

		25

		26

		27

		28

		29

		30

		31

		32

		33

		34

		35

		36

		37

		38

		39

		40

		41

		42

		43

		44

		45

		46

		47

		48

		49

		50

		51

		52

		53

		54

		55

		56

		57

		58

		59

		60

		61

		62

		63

		64

		65

		66

		67

		68

		69

		70

		71

		72

		73

		74

		75

		76

		77

		78

		79

		80

		81

		82

		83

		84

		85

		86

		87

		88

		89

		90

		91

		92

		93

		94

		95

		96

		97

		98

		99

		100

		101

		102

		103

		104

		105

		106

		107

		108

		109

		110

		111

		112

		113

		114

		115

		116

		117

		118

		119

		120

		121

		122

		123

		124

		125

		126

		127

		128

		129

		130

		131

		132

		133

		134

		135

		136

		137

		138

		139

		140

		141

		142

		143

		144

		145

		146

		147

		148

		149

		150

		151

		152

		153

		154

		155

		156

		157

		158

		159

		160

		161

		162

		163

		164

		165

		166

		167

		168

		169

		170

		171

		172

		173

		174

		175

		176

		177

		178

		179

		180

		181

		182

		183

		184

		185

		186

		187

		188

		189

		190

		191

		192

		193

		194

		195

		196

		197

		198

		199

		200

		201

		202

		203

		204

		205

		206

		207

		208

		209

		210

		211

		212

		213

		214

		215

		216

		217

		218

		219

		220

		221

		222

		223

		224

		225

		226

		227

		228

		229

		230

		231

		232

		233

		234

		235

		236

		237

		238

		239

		240

		241

		242

		243

		244

		245

		246

		247

		248

		249

		250

		251

		252

		253

		254

		255

		256

		257

		258

		259

		260

		261

		262

		263

		264

		265

		266

		267

		268

		269

		270

		271

		272

		273

		274

		275

		276

		277

		278

		279

		280

		281

		282

		283

		284

		285

		286

		287

		288

		289

		290

		291

		292

		293

		294

		295

		296

		297

		298

		299

		300

		301

		302

		303

		304

		305

		306

		307

		308

		309

		310

		311

		312

		313

		314

		315

		316

		317

		318

		319

		320

		321

		322

		323

		324

		325

		326

		327

		328

		329

		330

		331

		332

		333

		334

		335

		336

		337

		338

		339

		340

		341

		342

		343

		344

		345

		346

		347

		348

		349

		350

		351

		352

		353

		354

		355

		356

		357

		358

		359

		360

		361

		362

		363

		364

		365

		366

		367

		368

		369

		370

		371

		372

		373

		374

		375

		376

		377

		378

		379

		380

		381

		382

		383

		384

		385

		386

		387

		388

		389

		390

		391

		392

		393

		394

		395

		396

		397

		398

		399

		400

		401

		402

		403

		404

		405

		406

		407

		409

		417

		418

		419

		420

		421

		422

		423

		424

		425

		426

		427

		428

		429

		430

		431

		432



Buchnavigation

		Cover

		Textanfang

		Impressum







OEBPS/images/U1_978-3-644-01355-1.jpg
Die Welt“
als Zahl

Wie Mathematik

unseren
Alltag pragt

i

lan Stewart
=

\ /
o o w /
ekt 2 \ /
JRCIRT # 1 N
o o oY © AW
\
|
,.o. SN !
./\-‘. \
A S~
S ASE AT
SN
([

N














